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LECONS NOUVELLES 


SUR LES 


APPLICATIONS GÉOMÉTRIQUES 


DU CALCUL DIFFÉRENTIEL 


PREMIÈRE PARTIE 


PROPRIÉTÉS DESCRIPTIVES 
DES LIGNES COURBES 


CHAPITRE PREMIER 
TANGENTE. — PLAN OSCULATEUR 
$ 1. — Préliminaires 


Une ligne (plane ou gauche) est le lieu des points de l'espace dont 
les coordonnées (z, y, z) sont des fonctions bien déterminées d'une 
méme variable indépendante /: 


(r) x = f (tb, y g (t), z=hk(0. 


Nous admettrons que 2, y, z sont développables en série, suivant 
les puissances croissantes de (t= ), dans le voisinage du point M: 


æ = ma F a lt — t) +a,(t — t)? 4 ..... 
= Yo + ^, (t E + ba lE — t, + ..... VE <t < t+ h 
z = z, + c, (t =Â 6) + c (t — t)? 4 ..... 


sauf pour quelques valeurs exceptionnelles de £j. Toutes les courbes, que 
l'on rencontre dans la géométrie proprement dite, satisfont à cette 
condition. 

APPLICATIONS GÉOMÉTRIQUES. 1 
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2 CHAPITRE I 


1° Supposons, en particulier, que le développement se réduise à : 
ip = m, + alt = t4), y = yo + b (t — ta), z = z + c(t — t). 
Faisons un changement de variable indépendante et posons :. 
t—l,—wu; 
les équations précédentes deviennent 


Dj ж = y + au y = Yo + bu z = z, + cu 


et définissent, comme on sait, une ligne droite D. Nous aurons très sou- 
vent à utiliser la signification géométrique des coefficients, aussi je la 
rappelle brièvement : 

a, Mu, Zo Sont les coordonnées d'un point P de la droite D ; a, b, c, 
sont les coordonnées d'un point (d) pris sur la parallèle à la droite D 
menée par l'origine. Ces nombres a, b, c sont dits les coefficients de 
direction de la droite D. 

Choisissons sur D, comme direction positive, la direction de O vers (d), 
et soit M le point de D correspondant à la valeur и de la variable indé- 
pendante, ona en grandeur et en signe: 


Od 
En particulier, si: 
Od == 1, 
on a: 
a+ + о? — 4, 
et: 


Dans ce cas, Od est dit le segment directeur dela droite D ; а, b, c sont 
appelés les cosinus directeurs de D ou bien encore ses paramètres direc- 
teurs, 

Une droite étant définie géométriquement, il est clair que ses coeffi- 
cients de direction ne sont déterminés qu'à un facteur constant prés. 
Pour obtenir un système de coefficients de direction, on prendra les 
coordonnées d'un point situé sur la parallèle à D, passant par l'origine. 

Supposons, par exemple, la droite D définie par deux points 
М, (жү, д, z,) et M, (£3, Ya, Z3), alors un système de coefficients de 
direction est évidemment donné par les formules : 


a z:d.— um, Š = у;—- у, e= zy— 41. 
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Tous les systèmes de coeflicients de direction sont donnés par la 
formule : 


a = Mir, — =). b = hly, — y). e = à (74 —2,) 


9 Enfin, considérons encore le cas où les équations de Г se réduisent 
à : 
œ= œ + a, (t =Â ta) + a (t - oh 
(T) y == ya + b, [t — tg) + b, (t =Â to)’, 
z = z + c, (b= lo) + e, (t =Â t), 
c'est-à-dire : 


e= ae + au 4 au, y = yd bu 4 but, ж = г,-- сүи + cu; 


dans ce cas, la courbe Г est une parabole, pourvu toutefois que les 
déterminants partiels du tableau : 


du, b. e 
3, bs, Car 


ne soient pas tous nuls, Si tous ces déterminants sont nuls, les équa- 
tions (I^) définissent une droite. Je laisse au lecteur le soin de démontrer 
cette proposition fort simple. 


s 9. = Étant données les équations d'une courbe Г, reconnaitre si elle est 
q , 
plane ou gauche 


Soient : 


(Г) a = f(t), y—9(t, z — (t), 


les équations données. Supposons d'abord la courbe Г plane, alors il 
existe quatre nombres A, B, C, D, tels que l'onait identiquement (quel 
que soit £) : 


(1) Ax + Ву + Сг ро; 


en outre, A, B, С ne sont pas nuls tous trois. De l'identité (1) on tire 
en différentiant : 

Az + By + Cz' = o, 

Aa" + By" + Cz" = o, 

Az" + By" + Cz" — o, 
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4 CHAPITRE I 


et par suite: 


x y 3 
ә} Jl " z” < 
(Z) a y 2 = 0. 
a" y" +” 


Nous allons démontrer que celte condition nécessaire est aussi sul- 
fisante. En effet, supposons que la condition (2) soit remplie et en 
outre que l'un des mineurs de x”, y”, z” soit différent de zéro, soit 
par exemple : 


(3) zY —yx so. 
Alors il existe des fonctions à et u de / satisfaisant а: 
(4) Ae + uy = z', 
(5 jx + uy = z"; 
en vertu de la condition (2), ces fonctions à ct u satisfont aussi а: 
(6) ax" + uy” = 2" 
Différentions les équations (4) et (5), nous obtenons: 


y Av = o, 


Ar 
Ма" kv = o, 
et par suite, en vertu de l'hypothèse 13), 
so к = 0; 
les fonctions À, и se réduisent donc à des constantes: 
X= ES p = См, 


La première des équations (4) montre alors que les fonctions z, y, z, 
satisfont identiquement à : 


s = Ae + ру + v, 


v désignant une nouvelle constante. La courbe Г est donc plane. 


Héi HA 


Supposons maintenant que les trois mineurs de œ”, y”, z^" soient 
nuls: 


yz" = iy = o, SA — œ z" = o, xY — ME =o; 


alors on voit immédiatement que la ligne Г est droite. 
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TANGENTE. — PLAN OSCULATEUR 5 


Ainsi, dans tous les cas, la condition nécessaire et suffisante pour que 
la courbe Г soit plane est exprimée par la relation (2). 


$ 3. — Tangente 


La tangente au point M est la position limite de la sécante MM', 
quand M' tend vers M. 

Soient £ et / les valeurs de la variable indépendante, qui corres- 
pondent aux points M (x, у, 2) et M'(x', y', 2). Nous pouvons prendre 
comme coefficients de direction de la sécante MM'les nombres : 


Ç =T, у — у, Z — š, 
et aussi: 

E — Я Y =y p.e ^ 

— g ' -_-`_ >+ 

l = : £ = l' =_œ` 


In dy z 
a zz b = =, e = = 


dt dt 4 dt 


Ces trois coefficients déterminent complètement la tangente, pourvu 
qu'ils ne soient pas nuls tous trois. 

Supposons que ces trois nombres soient nuls et soient X, Y, Z les 
coordonnées d'un point situé dans le voisinage du point M : 


| X==-Fa (T — t) +a (T — iP ++.. 
Y= y+ ë (T—0 + b (T— w: +... 


(1) 4 
| pt NA (T—10)--ce,('T—tn-4.. 


Il peut arriver qu'il existe une fonction 6 de T, régulière au point M, 
0 = (T) = А, (T — 0 HAUT — tt + ... 


et telle que l'on ait identiquement (A;, B;, C; désignant des constantes): 


X = x+ AM + A, + 
Y = y + B,0 + B,02 ни 
L. me oha e rr uae 


et telle, en outre, que À,, B,, Cine soient pas nuls tous trois; alors, en 
vertu de ce qui précède, les quantités A,, B,, C, représentent les coeffi- 
cients de direction de la tangente en M. Dans ce cas, le point M est dit 
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6 CHAPITRE I 


un point ordinaire. Tout point non ordinaire de la courbe sera dit 
un point singulier. 


Exemples. — L'origine est un point ordinaire des courbes 
(8) x = t, у= Й, M 
(3) m, у = t", $ ef, 


mais un point singulier de la courbe: 
(4) x = n, у=, x = ñ. 
П est, en effet, aisé de voir que le changement de variables indiqué: 
ht + h, + ... = 8, 
est impossible pour les équations (3) ; au contraire, si dans les équa- 
tions (2) on pose: 
t? = 0, 
on tombe sur les équations : 
№ = d yz, 2 = 63, 
qui mettent en évidence la proposition annoncée. On voit que la branche 
de courbe (2) fait partie de la courbe (1). 
ligxanouz 1. = Revenons aux équations (1) dela courbe dans le voisi- 
nage du point M et supposons que : 


ро ЕЕ ЕА с, É о. 


On peut, dans tous les cas, obtenir la tangente de la manière sui- 
vante. Prenons comme coeflicients de direction de la sécante : 


X d V =" x 
7 — ме? сеа YT ШЕШ 
(T — 9 (T — y? (T — 0? 
ona 
š A — o noy ^ $ — ж 
lim (T — të = ay, lim T ит. = bas lim т=@ = Ca. 


On peut donc prendre comme coefficients de direction de la tangente 
en M les nombres аз, b,, с qui, par hypothèse, ne sont pas tous nuls. 
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Remarque II. — Supposons la courbe (Г) : 
(Г) x = f (t), у= 04), z = h (t), 
définie par ses équations cartésiennes, c'est-à-dire par les équations : 
F (z, y, z) = o, G (z, y, z) = o, 


obtenues en éliminant £ entre les équations (Г). Dans ce cas, on obtient 
les coefficients de direction dx, dy, dz de la tangente en M, en appli- 
quant la règle de différentiation des fonctions implicites. 

Exemple. — Considérons le cercle : 


Az + By + Cz + D = o, 
at + y? + 3%? = В? = о. 


Les différentielles de 2, y, z, prises par rapport à la variable ê, qui 
fixe la position du point M (x, y, z) sur le cercle, satisfont à: 


Ado + Вау + Cds = o, 
œdz + ydy + zdz = 0, 


Au point M, les trois expressions : 
В: — Cy, Са — Az, Ау — B>, 


ne sont pas nulles (si elles l'étaient, le cercle se réduirait à un point de 
la sphére); donc on peut les prendre pour coefficients de direction de la 
tangente. Celle-ci a pour équations : 


X =æ + u (Bz — Cy), Y= уф «(Cx Аг), Z=:+u(Ay—Bx). 


8 4. — Plan osculateur 


Soit M un point quelconque de la courbe : 


(Г) a = f (t, у= git. z= h (t), 


et soit MT la tangente en ce point. On appelle plan osculateur en M la 
position limite du plan passant par MT et par un second point M' de la 
courbe, quand le point M' tend vers le point M. Pour trouver cette 
limite, formons l'équation du plan MTM". Désignons par 2”, у, z' les 
dérivées de ж, y, z, prises par rapportà £ et par z,, 3⁄4, z, les coordon- 
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nées du point M’. Le plan TMM' est alors représenté par ` 


(1) A(X — æ) + B(Y — y) + C(Z — z) = o, 


(2) А2 4 By + Cz = o, А (а, — а) + Bíy,—y)+ C(s,— z) = o. 


Mais : 
` de a" À 
æ =f) ае 41e +s” +. 


et y, et z, ont des expressions analogues; donc le système (2) peut 
prendre la forme : 
Az' + By + Cz = o, 
Az + By + Cs + š (Aa + Ву + C") +... = о, 
ou encore : 
Aa + By + Cz = o, 
š (Ax" + Ву” + C3”) +š (Ae + By" + Cz”)+- ... = o. 


Donc le plan TMM' a une limite bien déterminée, définie par : 


3) | A (X — а) +B (Y — у) + C (Z — z) = o, 
| i Ae + By + Cz' = o, Az" + By" + Cz" = o. 


n 


pourvu toutefois que les expressions y'z" — z'y", 2107—22", жу — ух 
ne soient pas toutes nulles. L'équation du plan osculateur est donc: 


EM ag. ca 


Remarquons que les trois binómes yz" — 2^y", ale — aa^, af y" — y xœ" 
ne peuvent être nuls en tout point M de la ligne Г, sans quoi celle-ci 
se réduirait à uneligne droite. 

Remarque. — Les équations (3) mettent en évidence la propriété sui- 
vante du plan osculateur : 

« Le plan osculateur en M peut étre considéré comme la position 
« limite du plan, passant par MT et parallèle à la tangente en M', quand 
« le point M' tend vers le point M. » 
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$ 5. — Position du plan osculateur par rapport à la courbe 


Prenons pour origine un point ordinaire O de la courbe l', pour axe 
des x la tangente au point О, et pour plan des vy le plan osculateur au 
point О. Les équations de Г ont la forme : 


velata]... y= bt +b +t... z=et+ ce, +... 


Comme l'origine est un point ordinaire, nous pouvons supposer que 
а, бү, c, ne sont pas nuls tous trois. D'ailleurs, l'axe des x est tangent 
à la courbe; donc : 


Ò, eso c, — 0, a, É o. 


Exprimons que le plan osculateur à l'origine: 


A Y Z 
a, 0 0 CH, 
| а bi Ca 


se confond avec le plan des cy, nous obtenons : 
a, 64 = ò, 

et comme, par hypothèse : 
a 0, 

la condition précédente devient : 


Ca = 0. 


Les équations de Г deviennent alors: 


| а = ait aQ0 + ам% <... 
(T) == ó, + 0,0 +. 
| ea d... 


b < 


| 


Si « est un nombre positif suffisamment petit et si: 


— є < L< Е, 


chacun des seconds membres a le signe du premier terme. — Suppo- 
sons : 
еу = o, par exemple: еу > o. 
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Alors pour : 
— É < t < o, бе (<< =; 


on a respectivement : 
z <o, 2 > о. 


On voit donc que le plan osculateur traverse la courbe à l'origine. 

Cette conclusion subsiste si e, est nul, pourvu que le premier coeffi- 
cient de z, ne s'annulant pas, soit d'ordre impair. 

Remarque. — Sila courbe Г se réduit à une courbe plane, le plan 
osculateur en un point quelconque se confond avec le plan de la courbe. 
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CHAPITRE II 


ENVELOPPE D'UNE FAMILLE DE COURBES 
A UN PARAMÈTRE 


$ 1. — Enveloppe d'une famille de droites à un paramètre 


Supposons que, dans les équations générales d'une droite: 
(D) X = œ + at, Y = y + dt, Z = + + с, 


on remplace les coefficients x, y, 2, а, b, с, par des fonctions données 
d'un paramètre (s) : . 


а= (3), y-g9(s) #=h(s), a=f(s), b=gils) e= А, (8). 


On dit que les droites D, qui correspondent aux diverses valeurs 
de s, constituent une famille de droites à un paramètre (s). La surface, 
engendrée par la droite variable D, est appelée une surface réglée. La 
courbe D définie par les équations : 


—fi) у=), s=, 


est dite une directrice de la surface; le point M de la génératrice D, 
situé sur la directrice, est dit le pied de la génératrice (fig. 1). 


Fito. 1. 


Ceci posé, il peut arriver que les droites D aient une enveloppe, c'est- 
à-dire soient tangentes à une méme courbe T',. Dans ce cas, on dit que 


` EE kt 
SABINET MATZUOUY iY 
ge wini тст? ns - - 
d T Ua ратор; HE Алл 
D RT ү HA LEUDY H DE DE ЧИР ) 
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12 CHAPITRE II 


la surface réglée est développable. Cherchons à quelle condition doivent 
être assujetties les fonctions données z, b, с, 2, у, z pour que cette cir- 
constance se présente. 

A chaque droite D, de paramétre s, faisons correspondre un point M, 
situé sur D, la loi de correspondance étant définie par : 


t= y (s). 


Nous sommes amenés à résoudre cette question : 

Peut-on déterminer la fonction ə de manière que la tangente en M, 
à la courbe Г,, lieu du point M}, coïncide avec M,D ? 

Les équations de Г, sont : 


(Г) m, = z+ as, у, = y + bs, z, = z + соў. 
La tangente en M, a donc comme coefficients de direction : 
da + ade + da, dy + 02% + 00, dz + cde + фас. 


D'ailleurs les coefficients de direction de D sont a, b, с; donc a est 
déterminée par : 


dr + ado + ada dy + hds + sdb dz + cds + sde 
© nm  — rw — o ——-—. . 
` a b € 


Pour que la détermination de ф soit possible, il faut et il suffit que 
les deux équations (1) se réduisent à une, c'est-à-dire que: 


a da da 
(2) b db dy | — o. 
e de da 


Si cette condition est remplie, les droites D ont une enveloppe et 
cette enveloppe Г, est définie par les équations (Г,), où e est donnée 
par les équations (1) : 

Remarque. — On définit souvent une famille de droites D par les 
équations : 

x = az + p, y = bz + q 


où 4, b, p, g sont des fonctions déterminées d'un paramètre (s) 


a = ç (ғ), b = Y (s), 


IN p-—fís) q = g (s). 
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La trace M (р, 9) de la droite D (у. 2) sur le plan des xy décrit une 
сопгЬе Г; on prend cetle courbe pour directrice de la surface réglée 
engendrée par D. 


Fio. 2. 


Ceci posé, cherchons à quelle condition les droites D ont une enve- 
loppe. On pourrait appliquer le résultat précédent, mais il est plus 
simple de refaire la théorie. 

A chaque droite D faisons correspondre un point déterminé M, situé 
sur D, la loi de correspondance étant définie par: 


z, = gis. 


où z, désigne la cote de M,. Le lieu du point M, est la courbe D 
représentée par : 


(Гу) e, = as + p. у= 0$ + 9, z, = 9. 


Nous sommes amenés à résoudre la question suivante : 

Peut-on déterminer la fonction ç de manière que la tangente en M, à 
la courbe Г, se confonde avec M,D? 

Les équations qui déterminent ç sont : 


dy + da + > + odb + А 
ad + oda + dp _ bd t odb tdg _ ge 
a b 
c'est-à-dire: 
(4) yda + dp = о, pdb + dq = 0. 
Pour que les droites D aient une enveloppe, il faut donc et il suflit 
que l'on ait identiquement : 
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Si cette condition est remplie, l'enveloppe est définie par les équa- 
tions (D,), oü 9 est déterminée par l'une des équations (1). 


$ 2. — Enveloppe d'une famille de courbes à un paramètre 
Soient : 


(Г) ж = a + att e у= + bt 4 5 =с„- e T. 


les équations d'une courbe Г. Supposons que les coefficients soient des 
fonctions déterminées d’un paramètre (s), de sorte que: 


œ = f (t, s), $ = g x). z =k (t, z). 


On dit que les courbes Г, qui correspondent aux diverses valeurs de 
(s), forment une famille de courbes à un paramètre (s). Cherchons si les 
courbes l' ont une enveloppe, c'est-à-dire sont toutes tangentes à une 
méme courbe E. Pour résoudre cette question, il suffit de généraliser la 
méthode suivie précédemment. A chaque courbe F, de paramètre s, fai- 
sons correspondre un point déterminé M, défini par : 


(1) x, = f (1, 5), y, = 9 (t; s), z = h (t, з), 
où : 
t = F (s). 


Soit E la courbe lieu des points M,; cette courbe est définie par les 
équations (1), où € est supposée remplacée раг F (s). Ceci posé, 
peut-on déterminer la fonction F (s) de manière que la tangente à la 
courbe E au point M, soit précisément la tangente à la courbe Г? 

En écrivant que les coefficients de direction des deux tangentes sont 
proportionnels, on trouve: 


HEN) x CLP GUY FOE Ze 
E HERE EG 
M M dt 
ou bien: ? 
ds Ar M 
A yx ж 
dÉ м м 
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Pour que les courbes Г aient une enveloppe, il faut et il suffit que ces 
deux équations déterminent pour t la méme fonction de s. 

Remanque. — Supposons que la famille de courbes à un paramètre 
soit définie par les équations : 


(1) Ze, у, 2,а) =0,  g(® y, z, а) =o. 


A chaque courbe Г de paramètre a, faisons correspondre un point P, 
situé sur la courbe ; de sorte que, la courbe étant donnée, le point P soit 
bien déterminé. Les coordonnées de ce point P sont donc des fonctions 
déterminées de (a): 

(2) x = (а), y = Y (a), £z — y (a). 


+ 


Remarquons que, par suite de la définition du point P, ces expres- 
sions satisfont, que! que soit a, aux équations (1). 

Soit E la courbe lieu du point P, courbe définie par les équations (2). 
Cherchons à quelle condition les tangentes en P à la courbe E et à la 
courbe Г se confondent. А cet effet, concevons qu'on ait exprimé les 
coordonnées d'un point quelconque de Г en fonction d'une méme 
variable /; les différentielles dx, dy, dz, prises par rapport à cette 
variable, satisfont à: 


M M [de = 

эл d TA 9 Duden 
dg dg 22 

Ae d + + 4 + As dz = 0, 


Pour que les deux tangentes en question se confondent, il faut et 
il suffit que: 


c'est-à-dire : 
M, MN. M, 
з) | ert 3, V (0) +35 x (a) =, 
| 20, Ар 
| Se (a) + 7 (a) + SL (а) = o. 


Or, en vertu de la définition des fonctions <, y, у, опа: 
OË ORTA, ак yt EL) Ае СЛ. 
| Se? Vc ДЫ (a) +L o 


W f fa) д0 , | 22 D \ wo 
| эл? (а) Ф (a) +>; X (a) Fia = o. 
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Done, pour que les courbes Г aient une enveloppe, il faut et il suffit 
qu il existe trois fonctions +, y, z de a satisfaisant identiquement à: 


Supposons cette condition remplie, et soient : 


(E) а=фа,  y-—Vía) 


5 = y (a), 
les trois fonctions, l'enveloppe est définie par ces équations. 
Cas où les courbes de la famille sont planes. — Une famille de courbes 


planes à un paramètre a toujours une enveloppe. En effet, on peut 
mettre les équations de la famille sous la forme : 


(4) e = f (t, 8), g = y (hs), s => 0, 
ou encore: 
(5) f(r,y,a)-— 0, | EE 


Les conditions précédentes sont alors évidemment vérifiées. Dans le 


premier cas, l'enveloppe est définie par les équations (4), où t et s 
sont liées par : 


Y de 
oM, 
Y Y 
d dt 


Dans le deuxième cas, l'enveloppe est définie par: 


à 
f (z, у, a) == o, 3 = 0. 
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DEUXIÈME PARTIE 


PROPRIÉTÉS DESCRIPTIVES 
DES SURFACES COURBES 


CHAPITRE PREMIER 


PLAN TANGENT. — ENVELOPPE D'UNE FAMILLE 
DE SURFACES A UN OU DEUX PARAMÈTRES 


$ 1. — Préliminaires 


Nous considérerons dans la suite une surface S comme le lieu des 
points dont les coordonnées cartésiennes œ, y, z, sont des fonctions 
données de deux variables indépendantes w et v: 


= A (uv). (!) 


“ 


(1) x = f (u,t), y = (ию), 


Nous supposerons que, dans le voisinage d'un système (tts, Vo), les 
fonctions f, g, А sont développables en série suivant les puissances 
croissantes de (и — и,), (v — v,) (sauf pour quelques valeurs excep- 
tionnelles de и,, vo) : 


f (uv) =a, +a, (и — wu|+ a, l0 — Bal + ... w — x < t< u, + x, 
g (wu, v) = b, + b, (u —u) + b, (o —v,) +... D — Ê < v» > tv, + Ë. 
h (u, p) = €, + c, (u — Wi + Ca 10 — to) + кар 


А chaque système de valeurs (и, v) correspond un point déterminé 
M (2, y, 2) ; ces nombres (u, v) sont dits les coordonnées superficielles 
du point M. Il est clair, d'ailleurs, que le point M peut admettre plu- 


(!) Bien entendu les fonctions f, g, h ne salisfont pas simultanément aux trois 
identités: 
D (f. 9 D ѓо, h D (h, N 
AU» umm — xg 27.90. 22 


= о, = 0, . = 0 
D (u, t D (u. v D (u, v) 


sans quoi x, y, z, seraient fonctions d'une seule variable indépendante, et les 
équations (1) définiraient une courbe et non une surface. 
APPLICATIONS GÉOMÉTRIQUES. 2 
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sieurs systèmes de coordonnées et même une infinité. Cette circonstance 
se présente par exemple si: 


f (u, v) ='sinv cosu, g (ы, v) = sinv sinu, À (tè, t) = cos v. 


Dans ce cas, la surface est une sphère, de rayon égal à l'unité, ayant 
pour centre l'origine. 

Une courbe C, tracée sur ia Frs peut être considérée comme le 
lieu des points M (u, v), définis par: 


u = + (0), e =q (0, 
v = F (м). 3 


ou bien : 


En particulier, considérons les lignes de la surface, obtenues en sup- 
posant: 
= | 
dans les équations (1), ces lignes sont appelées des lignes coordonnées ; 


elles forment une famille à un paramètre (v), Une seconde famille de 
lignes coordonnées est obtenue en supposant dans les équations (4) ; 
L 


u= С“, 


Nous désignerons par Ü une ligne quelconque de la première famille, 
par V une ligne quelconque de la seconde. 
Par chaque point М (u,, v.) de la surface passe une ligne О: 


(U ` ess fb ph y=g bg =h (и, voh 
et une ligne V: ` 
(V) a= f (upv) у= 9 (to e), s = h (uo, v]. 


Exemecte 1. — Equations d'un cône. = Prenons pour origine O le 
sommet du cône et pour directrice une courbe (Г), tracée sur la 
sphère de rayon égal à l'unité, ayant pour centre le point O. 

Soient: 


а = f (v), В = 0 (v), т = А (v), S kk Se 


les équations de la directrice (Г) et soit >x un point de cette courbe. 
Nous prendrons pour direction positive de la génératrice Om la direc- 
tion de O vers m. 


L. 
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Les coordonnées (x, y, z) d'un point M de la génératrice Om sont 
données par : 


(2) œ = x, y = Bu, z = yu, 


où м désigne la valeur algébrique du segment OM. Les équations (2) 
sont les équations cherchées. 

Exeupse Il. — Equations d'un tore. — Prenons pour axe des г l'axe 
de révolution et pour origine la projection sur cet axe du centre C du 


Fio. 3. 


cercle générateur. Supposons l'origine des arcs du cercle générateur 
au point À le plus éloigné de l'axe ; enfin soient (£g. 3) : 


R = CA, a = OC. 


La position d'un point M du tore est complëtement déterminée si on 
se donne la valeur algébrique Rv de l'arc AM et : 


„°ч, 
u = Ог, OD, 
On trouve alors immédiatement pour les équations du tore: 


x = (a + R cos v) eos u, 


(3) y = (а + R созо) sin и, 
з= R sin и, 
Remarques sur les coordonnées polaires. — Dans les applications 


de l'analyse à la géométrie, on utilise souvent les trois coordonnées 
polaires d'un point. Je crois devoir rappeler la définition de ces quanti- 
tés. Soit m la projection d'un point quelconque М (2, y, z) de l'espace 


U | 
i 214 n AT" 

< i \ X UA ban \ р | | 
Ad LU 5 v ál ' b ў 
` М 102 HA њидо й ud bà LAT 
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sur le plan des «y. Désignons par p, et y les coordonnées polaires du 
point m dans le plan des æy (la définition des coordonnées polaires en 


Fio. 4. 


géométrie plane est supposée connue). Soit Oz, la demi-droite définie 
par (fg. 4): 


Ox, Oz, = $. 


Tracons la demi-droite Oy, perpendiculaire à Oz, et telle que : 


Hi 


— 
Oz, Оу, = + 


Enfin, supposons l'orientation du plan z0x, définie par Oy, et soient 
(0,6) les coordonnées polaires du point M dans le plan zOz, quand 
on prend O pouur póle et Oz pour axe polaire. Les coordonnées 
polaires du point M sont par définition (4, 0, o). Calculons x, y, = 
en fonction Y$, 0, p. Le théorème des projections donne : 


x = p, cos T, y = m sing, z — p cos 0. 


Le méme théorème donne encore: 


` 


p, = p cos Є de s) = p sin 0; 
donc: 


(4) mezpsinücost, у = p sinb sin, = р cos 0. 


Quand le point M se déplace, ses coordonnées polaires peuvent varier 
de — x ü+ œ. 
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Les équations : 
(3) р Г). 9-9) = p =k (0, 


définissent une courbe gauche Г; mais il est aisé de voir que la courbe 
peut être représentée par plusieurs systèmes tels que (3). Ainsi, par 
exemple, les équations: 


у == а, кеу ( = R; 


où a et R sant constants, définissent un méridien de la sphère ayant 
pour centre O et pour rayon R. Mais les équations 


у= a + kr, à zh s = К, 


où А désigne un entier quelconque, définissent le même méridien. 
. Dans les deux cas, il suffit, pour obtenir tous les points du méridien, 
de faire varier / de O à 2x. 

On pourrait dans la définition des coordonnées polaires d'un point 
limiter les intervalles dans lesquels peuvent varier ç, 9 et ç et prendre 
pour coordonnées polaires du point M le système unique, défini par: 


e > o, o < 0 < <, o < J, < 9<. 


Cette définition présente des inconvénients dans la pratique. Par 
exemple, on ne pourrait, en l'adoptant, représenter le méridien consi- 
déré par un système d'équations de la forme (5). On serait obligé de 
représenter séparément chaque demi-méridien ; car, pour le premier : 


4 =a, LE d =, 0 < 1< z. 


et : 
Ф= ат, fast geb, 0 < t < =, 


pour le second. 
$ 2. — Plan tangent 


Considérons sur la surface S un point M de coordonnées superfi- 
cielles (u, v) et cherchons le plan tangent en ce point. 
Soient 
u = e(t), e = {(0), 


les équations d'un arc de courbe AB passant par ce point et tracé sur 
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la surface; supposons que le point M corresponde à la valeur £ de Ја 
variable indépendante (fig. 5). 


Fio. 5. 


ï On a vu que l’on peut prendre pour coefficients de direction de la. 
tangente MT à l'arc AB les différentielles dx, dy, dz, prises par rapport 
à l; ces quantités sont données par 


M dm 
dx = 3" du += de, 


2 2 
t dy = 5 du + S de, 


dz 


dz = »u 


| du + = de; 
de là on tire: 
idx 41- mdy + ndz = o, 
en posant : 
wis I W, de Ap Ap de Mey _ MM 


= Ju w du de FT 28 00. 5739490 du dv 


Supposons qu'au point M ces trois quantités ne soient pas nulles; 
comme elles ne dépendent que du point M et nullement de l'arc AB, on 
voit que : 

Le lieu des tangentes de la surface, menées par le point M, est le 


plan défini par l'équation : e 


(1) (Ха) т (Y-3) + n (Z — z) =o, 
que l'on peut aussi écrire sous forme de déterminant : | 


X—-2 Y-y Z—z 


dx dy àz 
(2) ` du du du 4.3 
dx dy дг 
— = — 
dv de де 


Се plan est, par définition, le plan tangent au point M. 
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L'équation (2) est celle du plan qui contient les deux tangentes aux 
lignes coordonnées passant par M. Cette propriété permet, dans la 
pratique, de retrouver rapidement l'équation du plan tangent. 


Cas particuliers. — Supposons la surface définie par 
z =F (z, y); 


on peut appliquer le résultat précédent: il suffit de supposer un instant 
la surface définie par: 


z =u, y. —t, z = F (u, œ) ; 


on trouve que l'équation du plan tangent au point M (x, y, z) est: 


Z—z— р (X =Â œ) — 9 (Y —y) = o, 
ой: ; Р 


_ H ` ЗЕ 
== q = 


Supposons, enfin, la surface définie par: 
Е (2, y, 2) —0; 


on voit aisément que le plan tangent au point (x,y,z) est défini par : 


e t: у э EE "Ga 
(X - œ) + (Y— y) 2) =o. 
à 3. — Enveloppe d'une famille de surfaces à un paramètre 


Considérons les surfaces à un paramétre (a) 
(1) æ= f(u, е, а), y =g (wu, v, а), z = h (u, v, a). 


A chaque surface S de paramètre (a) faisons correspondre une courbe 
déterminée Г située sur la surface et définie par 


(2) v = (u, a). 
Le lieu de la courbe T, quand a varie, est une surface E. Peut-on dis- 


poser de la fonction ẹ de manière que la surface S soit tangente à E en 
chaque point de Г? = 
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Les coordonnées d'un point queleonque de E peuvent aisément étre 
exprimées au moyen de deux variables indépendantes a et é ; il suffit, en 
effet, de remplacer dans (4) v par sa valeur (2j. 

Les lignes coordonnées de la surface E, obtenues en supposant 


а= 0, 
sont les courbes Г. 

Considérons la courbe I' correspondantà une valeur a du paramétre. 
Le plan tangent à la surface E en un point quelconque M de Г est défini 
par 12 tangente MT à la courbe T et par la tangente MT à la deuxième 
ligne coordonnée passant par le point M. 

Pour que la surface S soit tangente en M à la surface E, il faut et il 
suffit que la droite MT' soit tangente à S. Les coefficients de direction 
de MT' sont : 


eise, M, dd 
dv da ' da dv da ' da de da da 


Wed We, MM 
dp da da de да da do da da 
da dy oz 
— -k c g= 0, 
du du du 
dm du dz 
dv w Ae 
c'est-à-dire en simplifiant : 
л dy az 
a= — — 
da da da 
RW E 
ex di 03 
(3) Œ x cma 
du du du 
à 1 dy az 
à Ww do 


On voit done que le probléme est possible et que la fonction v cher- 
chée est définie par l'équation (3). 

La courbe Г, correspondant à une surface S, est appelée la caracté- 
ristique de cette surface. La surface E est appelée la surface enveloppe 
de la surface variable S. 

Remarque I. — Supposons la famille de surfaces définie par : 


z =F (2, y, a), 
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c'est-à-dire par les trois équations : 
& M, yz z = F (u, s, a); 


l'équation (3) devient alors: 


(r) F _ 


La surface enveloppe E est le lieu de ces courbes Г, On obtient son 
équation cartésienne en éliminant (a) entre les deux équations (Г). Mais 
ce calcul n'est pas avantageux ; en général, il est préférable de résoudre 
les équations (Г) par rapport à 2, y. 


x=>o (s.a, у=ф(а). 
La surface E est alors définie par : 
a= ç (и.а), у= Y (u, a) 3 -— и. 


II. — Les équations: 


ele 


(r) л= F (а, У, а), 3 


de la caractéristique mettent en évidence une propriété géométrique 
importante de cette courbe. 

Considérons la surface Sa z = E (2, y, a), 
et la surface voisine бу» z =F (œ, y, a + h); 
ces deux surfaces se coupent suivant une courbe I" qui a pour limite Г, 
lorsque h tend vers zéro. 

III. — Les caractéristiques l'ont une enveloppe. En effet, pour que la 
famille de courbes 


z = F (œ, y, a), G (w, y, a) = o, 


aient une enveloppe, il faut et il suffit que les quatre équations : 


z = F (x, y, a), С =o, то» = 0! — = o. 
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soient, quel que soit (a), résolubles par rapport à x, y, z. Cette condition 


At 

geg 3 ART Ü n 

est évidemment réalisée si G — SN 
D 


L'enveloppe des caractéristiques est définie par les trois équations: 
z = EF (œ; y, a), ç> = 
IV. — Si la famille de surfaces est définie par : 
F (z, y, z, a) = o 
il est clair que la caractéristique d'une surface de paramètre (a) est 
définie par : 


F (2, y, z, а) = o, 


1 ` i 
L'enveloppe des caractéristiques est alors représentée par : 


e F _ MF 
mo а uw 


Nous verrons dans le chapitre suivant des applications de cette théo- 
rie générale. 


$ 4. — Enveloppe d'une famille de surfaces à deux paramètres 


Considérons les surfaces à deux paramètres a, b, définies par : 


(4) œ = f (u, v, a, 5), $g = g (w, v. a, b), 3 —h(u, v, a, b). 


A chaque surface Sa, de paramètres (a, b) faisons correspondre un 
point déterminé Mas, situé sur la surface: 


(2) u = q (a, b), v = 4 (a; b). 

Le lieu de ces points Mas, quand a et b varient, est une surface E. 
Peut-on déterminer la correspondance, c'est-à-dire les fonctions ç et y, 
de manière que la surface Sas soit tangente à la surface E au point Ma, ? 

Les coordonnées z, y, z d'un point quelconque de la surface E 
peuvent aisément étre exprimées au moyen de deux variables indépen- 
dantes a et b; il suffit de porter les valeurs (2) dans les équations (1). 

Pour trouver les fonctions y et $ satisfaisant а la question, exprimons 
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que le plan tangent à Sas au point Mas contient les tangentes aux 
lignes coordonnées de E, qui passent par le point Mas. 

Les coeflicients de me de ces deux tangentes sont respective- 
ment : 


de Ae, Nep ‚дж ye ‚Фу 9 , dW. deis dz 
du e XU i Ау = ааа E 
dœ р, dœ ду du d ‚дуду, dy dz do | de d 
xt» Ty Qux xxt» E+ ES + 
Les équations cherchées sont donc : 

dx dy: dz de 50 Ze 

da da da db 25 M 

дж dy M дл dy | 
(3) m» 3» X15 S x» 4 

w y dz № у ds 

dv Ww Ww "dn Ap dp 


, А ' E = 

Ces équations déterminent, en général. plusieurs valeurs pour les fonc- 
tions ç et $. Les points Mas, correspondant à une surface Бл, sont 
appelés les points caractéristiques. La surface E, lieu de ces points 
caractéristiques, est dite l'enveloppe des surfaces Sas. 

Il peut arriver, dans des cas exceptionnels, que le len des points Mas 
ne soit pas une surface, mais une courbe С; dans ce Cas, la surface Sa, 
est tangente à la courbe C au point Ma. 

En effet, le calcul précédent exprime que le plan tangent à la sur- 
face 5ш, au peint M,, contient la tangente à la courbe C menée par ce 
point. 

Remarque 1. — Supposons la famille des surfaces définie par : 


z = Fe, y, a, b). 


En appliquant le résultat précédent, on voit que les points caracté- 
ristiques sont définis par: j 


dF dF 
z = F (z, y, a, 6), Te = x = 9. 


L'équation cartésienne de l'enveloppe Ë peut étre obtenue en élimi- 
nant а et b entre ces équations. Mais il est, en général, beaucoup plus 
avantageux de définir la surface E au moyen des trois équations : 


(E) ` œ= v (a, by), y = v(a, b), z = 7 (a, b). 
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obtenues еп résolvant par rapport à x, y, z les équations précédentes. 
Si la famille est définie par: 


Г (2, у, 2, а, 5) = o, 


on voit immédiatement раг се qui précède que les points caractéris- 
tiques sont donnés par: 


F dF ò JF 5 
= 0 == = == O. 
е да š db 


If. — Les points caractéristiques d'une surface Sa, de la famille: 
F (x, y, z, a, $) = o, 


sont les points communs aux deux courbes : 


F= o; | E, 
NO à n o 
«| = 0, = 0, 
58 | x 


La première est la courbe caractéristique de Sas quand (a) varie 
seule; la deuxième est la courbe caractéristique de Sas quand à varie 
seule. 


Appliquons cette théorie à un exemple particulier. 


$ 5. — Enveloppe de sphères 


(1) (X =Â x)* + (Y = v)? + (Z — 2)? = Ri, 


l'équation d'une sphère S, dépendant des deux paramètres и et v, de 
sorte que: 


(2) x = f(u, v), y = g (u, v), z = À (u, v), 


(3) R = 0 (u, v). 


Soit Z la surface définie par (2); on voit qu'à chaque point M (v, v) de 
la surface X correspond une sphère déterminée S. Cherchons les points 
caractéristiques de cette sphére. 


D'aprés ce qui précéde, ces points sont définis par l'équation (1) et - 
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les deux suivantes : 


Ww uma = 

KEE gt E Е Ee 
LI At des E uy T 26 

E= =T ЕЕЕ 


Donc les points cherchés sont à l'intersection de la sphère S et de la 
droite D définie par les équations (4) et (5). Cette droite D est perpen- 
diculaire au plan tangent П, mené par le point M à la surface X. 

La sphère Š a donc deux points caractéristiques P, ct P,, symétriques 
par rapport au plan II. 

Proposons-nous de déterminer la fonction 0 (u, v) de manière que ces 
deux points P, et P, soient confondus. 

A cet elfet, exprimons que les coordonnées (X, Y, Z) d'un quelconque 
des deux points P,, P, satisfaisant à l'équation du plan II : 


A — œ Y— y LEE 


da: dy dz 
= — 
(6) du du du = 0 
ds dy àz 
do dp dp 


La fonction 0 (u, v) est déterminée par l'équation obtenue en élimi- 
nant X, Y, Z entre les équations (1), (4), (5), ;6). Pour effectuer cette 


élimination simplement, il suffit d'élever au carré le déterminant (6), ce 
qui donne : 


` M MM? Nik (E) 
E ! du E= ju) + (Ж) + м]? 
б dd de Me. ду Фу, de de 
PRE os Ju "Ae T Du 30! du ` Ae 
M м v _ GAN (out, a 
WE 2 G=(F + (È) +(®)' 
ou bien : 
M^ MM Ma 
«(Ыы ага РЕ) 
EG — Ft = 


Telle est l'équatiun qui détermine 0; c'est une équation aux dérivées 
partielles du premier ordre. Supposons que l'on ait choisi pour 6 une 
solution de cette équation, alors P, et P, sont confondus en un même 
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point P. Joignons chaque point M de X au point correspondant P. 
L'ensemble des droites MP constitue une famille de droites à deux para- 
mètres (u, v), ou, comme on dit, une congruence de droites. Cette con- 
gruence a ceci de particulier que toutes les droites qui la composent 
sont normales à une même surface E (enveloppe de la sphère S). 

Les courbes de У, dont chaque tangente appartient à la congruence, 
jouent un róle important dans la théorie des surfaces; nous verrons 
qu'en un point quelconque de l'une d'elles le plan osculateur est nor- 
mal à la surface X. Cette propriété caractérise ce qu'on appelle les 
lignes géodésiques de la surface Xi. N'ayant actuellement en vue que les 
propriétés descriptives des surfaces, nous réserverons pour plus tard 
l'étude de cette question. 
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PREMIÈRES NOTIONS SUR LES SYSTÈMES DE DROITES 
SURFACES GAUCHES. — SURFACES DÉVELOPPABLES 
CONGRUENCES. — COMPLEXES. 


$ 4. — Surfaces gauches. — Plan tangent 


. Soient: 
(1) X=xz+a, Y=y+bu, Z= z+ cu, 


les équations d'une droite D, ét supposons que les coefficients 
2, у, ту G, b, c, soient des fonctions données d'une variable v: . 


| 
(3) se-—f() y-gí() s-—h(e 
. (3) acf 6 = д, (0), с А, (v). 
Le lieu de la droite D, quand v varie, est ce qu'on appelle une surface 
réglée ; les diverses positions dela droite D sont les génératrices de 


(T) 


ү) 


Fio, 6. 
cette surface. = La courbe Г représentée par les équations (2) est ditó 
une directrice de la surface. — Le point M d'une génératrice située sur 


la directrice est dit le pied de la génératrice (Ag. 6). — Enfin, le cône 
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engendré par la parallèle Od à la génératrice MD est appelé le cône 
directeur de la surface, Ce cóne a pour sommet le point O et pour 
directrice la courbe définie par les équations (3). 

Il peut arriver que les génératrices soient toutes tangentes à une 
courbe E ; dans ce cas, la surface est dite développable ; pour qu'il en 
soit ainsi, il faut et il suffit (V. première partie, chap. 11, $ 1) que l'on 
ait: 


a b e 
D'E) í A c Leg 
ї у H 


Les lettres accentuées désignent des dérivées, prises par rapport à v. 
Une surface réglée non développable est dite une surface gauche. 
Cherchons l'équation du plan tangent en un point quelconque А (и, v) 

d'une surface gauche, définie par les équations (1). En appliquant une 

équation établie au chapitre précédent, on trouve : 


X — x — аи Y—,y— bu Z—z-—cu 


x + аы y + d'u z + cu =>, 
a b c 
ou bien: 
X— = Y—y £ — 2 
2 + аи y + Aa Ss си | = 0 
а b c 
ou encore : 
(4) P + uQ = o, 
en posant: 
X—r Y—y Z—z X—r Y—y Z—3 
(5) P = r у 2 U= a b ‹ 
а b e a b с 


Remarquons que le plan : 


Р= о 


représente le plan tangent au pied M de la génératrice D, sur laquelle 
le point À a été pris. Le plan : 


Q=0 
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représente le plan passant par D et parallèle au plan Od: tangent au 
cône directeur suivant la génératrice Od correspondant à D. 

Les deux plans P et Q sont distincts ; en effet, s'ils étaient con- 
fondus, le plan Q contiendrait la tangente à la directrice, menée par M, 
et on aurait : 


= 0): 


la surface serait donc développable, ce qui est contraire à l'hypothèse. 
Ceci posé, on voit que le plan tangent, défini par (4), varie quand v 
varie, c'est-à-dire quand le point À se déplace sur la génératrice D. 
On peut même démontrer que : 
« Tout plan R passant par D est un plan tangent de la surface. » 
En effet, l'équation du plan R est de la forme : 


xP + BQ = o. 


Donc ce plan est tangentau point de lagénératrice D, défini par l'équa- 
tion : 


Remarquons que, si le plan R est parallèle au plan Od/, son point de 
contact est rejeté à l'infini. 

Nous étudierons d'une maniére plus précise la variation du plan 
tangent considéré, quand nous nous occuperons des propriétés mé- 
triques des surfaces réglées. 

Rewanque. — Les considérations qui précédent mettent en évidence 
ce résultat. 

Тнёопёме. — Les plans tangents aux divers points d'une généra- 
trice d'une surface développable sont confondus. — Réciproquement, si 
les plans tangents en tous les points d'une génératrice arbitraire d'une 
surface réglée sont confondus, la surface est développable. 


$ 2. — Surfaces développables 


Nous avons déjà vu qu'une surface développable est, par définition, 
la surface engendrée par les tangentes d'une courbe gauche. — Cette 
courbe est, pour des raisons que nous verrons à l'instant, appelée 
l'aréte de rebroussement de la surface. 


'Tu&on&wE. — La caractéristique du plan osculateur en un point M 
d'une courbe gauche est la tangente en ce point. 
APPLICATIONS GÉOMÉTRIQUES. 3 
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En effet, soient: 
x == f ít), y =g (0), z= А (0, 


les équations d'une courbe gauche Г. L'équation du plan osculateur en 
un point M de cette courbe est: 


A — = Y— y Z—s 


(1) a y 2 =D; 

a" y" 2 

Pour trouver la caractéristique de ce plan, il suffit d'appliquer la 

théorie des enveloppes et la régle de différentiation des déterminants. 
On trouve alors qu'elle est définie par l'équation (1) et la suivante: 


X — = Y— у 7 — 2 
(8) a y 3 =o; 


8 
V 
ө 


L'équation (2) représente un plan passant par la tangente MT à la 
courbe Г. Donc l'intersection des plans (1) et (2) est cette tangente. Ce 
qu'il fallait démontrer. 

La démonstration précédente serait en défaut si les plans (1) et (2) 
étaient confondus. 

Cette circonstance ne peut se présenter. En effet, si le plan (2) était 
confondu avec le plan (1),il serait parallele à la droite de coefficients de 
direction (2, y", z”), et, par suite, on aurait en chaque point M de Г: 


T y E 
a" y z” = o, 
y" y” 2" 


et la courbe Г serait plane, ce qui est contraire à l'hypothése. 

Corollaire I. — Une surface développable est l'enveloppe des plans 
osculateurs de son aréte de rebroussement. 

Corollaire II. — Le plan tangent en un point quelconque P, pris sur 
la génératrice MT, est le plan osculateur en M à l'aréte de rebrousse- 
ment. 

Rewanque. = Nous conviendrons de dire qu'un cône est une surface 
développable, dont l'aréte de rebroussement est un point. Un cylindre 
étant la limite d'un cóne sera aussi considéré comme une surface déve- 
loppable. — La dénomination de développables, attribuée aux surfaces 
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que nous venons d'énumérer, sera complètement justifiée quand nous 
étudierons leurs propriétés métriques. — Nous verrons, en effet, qu'on 
peut représenter toutes ces surfaces sur un plan avec conservation des 
angles et des arcs ; cette propriété est déjà connue pour les cônes et 
cylindres. 

Nous allons maintenant établir une propriété descriptive commune à 
toutes les développables; propriété que l'on prend souvent comme défi- 
nition de ces surfaces. 

Тнёопёме. — L'enveloppe d'un plan P, dépendant d'un seul para- 
mètre variable, est une surface développable. 

Considérons d'abord le cas particulier où le plan P reste parallèle à 
une droite. En prenant cette droite pour axe des z, on peut mettre 
l'équation du plan P sous la forme : 


Ax + By + C = o, 


A, D, C étant des fonctions d'un paramètre t. L'enveloppe est évidem- 
ment un cylindre ayant ses génératrices parallèles à Oz. — Le théo- 
réme est donc démontré dans ce cas. 

Considérons maintenant le cas général, et soit : 


(1) Ax + By + C: + D = 0 


l'équation du plan variable P. Les coefficients A, D, C, D, sont des 
fonctions de ! satisfaisant à la condition : 


A _ B C 
A' B’ C Á о. 
A" B” C 


En effet, si cette inégalité n'avait pas lieu, la normale au plan P res- 
terait parallèle à un plan (V. première partie, chap. ï, $ 2), et, par 
suite, le plan P resterait parallèle à une droite, ce qui est contraire 
à l'hypothèse. 

Ceci posé, la caractéristique du plan P est définie par les deux équa- 
tions : 

i: | Аг + By + Cz + D = o, 
E: | Ay + By + Cz + D'— o. 


En vertu de la théorie des enveloppes elle reste tangente à la courbe Г, 
bien déterminée par les trois équations (2) et (3): 


(3) Are + B'y + C'z + D^ = o. 
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La proposition est donc établie dans tous les cas. 

Enfin, démontrons encore le théorème suivant, qui justifie la déno- 
mination d'aréte de rebroussement, attribuée à l'enveloppe des généra- 
trices d'une développable. 

Tu£on&xE. = La section d'une développable quelconque par un plan, 
passant par un point M de l'aréte de rebroussement, présente, en géné- 
ral, un point de rebroussement au point M. 

Prenons pour origine le point M, pour axe des z la tangente en M à 
laréte de rebroussement Г, pour plan des zy le plan sécant et pour 
axe des x la tangente à la section. 

Soient : 

x = a,z + a 4 a423 + .... 
у= b, z + 042? + 5; Yi 


les équations de Г dans le voisinage de l'origine; les coefficients de 
direction de la tangente à l'origine sont (a,, бү, 1); donc, en vertu de 


l'hypothèse : 
a, = о, DUO. 


et les équations de Г se réduisent à: 


| a= а,2? 4 as + ... 


Г) 
( ) | y= bz? + Жы -- š 
La section est le lieu décrit par la trace (sur le plan sécant) de la 
tangente: 
lr. А 
X — а = 5 (Z = s) = (Says +...) (Z = z), 
dy .. WW 
Y = = (@—)= RE ...) (£ — :;. 


Cette section a donc des équations de la forme : 


X — Ass + Ayr? + ... 
Y = B,z* 44 B,2? + ... 


Supposons А, 52 о; on voit immédiatement, en formant v que le 


: А MA В, 
coefficient angulaire de la tangente à l'origine est Ca donc, en vertu 
3 


de l'hypothèse, on а: 
B, = 0. 
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En définitive, la section est définie par: 


[ — +2 A +3 
a) X = Ass? + A: 


Supposons encore B, = o, de sorte que: 


А,В, == о, 
et soient par exemple: 


M > о, B, > o. 
Alors pour des valeurs de z inférieures, en valeur absolue, à un cer- 


A 


tain nombre positif e, chacun des seconds membres de (1) a le signe du 
premier terme (fig. 7) : 


= + < E < 0, X > o, Y<o 


< ç, X o Y ~ o. 


La courbe présente donc un point de rebroussement au point M. 
Cette circonstance peut ne pas se présenter si l'une des quantités 
A, et D, est nulle. 


8 3. — Congruences 


On appelle congruence rectiligne, ou simplement congruence, un 
ensemble de droites dépendant de deux paramètres variables. Ainsi les 


équations : 
(1) X — t + at, Y = y + bt. Z = z + ct, 


où œ, y, z, a, b, c, sont des fonctions de deux paramètres и et v, défi- 
nissent une congruence. Les droites D de la congruence qui passent par 
un point donné (z,, Yı, z,) forment un ensemble d'indétermination 
nulle ; les paramètres "и, v) de l'une de ces droites sont donnés, en elfet, 
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par les deux équations: 


A chaque point M (р, q) du plan des cy, faisons correspondre une 
droite déterminée : 


a = $ (p. 9). 
b = y (p, q). 


9 (p, q) et $ (p, q) sont des fonctions bien déterminées de p, q. 
L'ensemble de ces droites constitue une congruence. Il est clair que la 
congruence la plus générale est la réunion de plusieurs congruences de 
cette nature. — Il nous suftit donc d'étudier les congruences définies 
parles équations (1). 


Points et plans focauz. — Surface focale. — À chaque droite D de 
la congruence (1) faisons correspondre un plan déterminé II passant 
par cette droite ; soit : 


(2) y— бе — 9 — } (œ= аз = р) = o, : à = ç (р, g), d 


l'équation de ce plan (!). Le plan JI dépendant de deux paramètres 
variables admet un point caractéristique M, (V. théorie des enve- 
loppes), défini par les trois équations (2), (3) et (4): 


` M da M 
(3) — y +à (: SEN Clg get | 
db da d 
(4 —i >S +: É (а аз =p) = 0 | 
) SCH CC p) | 


Je dis qu'on peut définir la correspondance de manière que M, soit 
sur D. En effet, si on exprime que les valeurs de x, y, z, définies par 
(2), (3), (4), satisfont à 1, on trouve: 


M da 
— s + ( l)e 
2 A 
ЕРЕ Е 


(!) La quantité X est précisément le coefficient angulaire de la trace du plan П 


sur le plan des zy. 
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et, par suite : 


da d 
) dp 
Ф. др E 
da 2 i = 0. 
dq dq 
Il suffit done de prendre pour À une racine de: 
| TTEN РСА 
(5) À m +, ур 59 37 0. 


Les plans II, et I, (réels ou imaginaires), qui correspondent aux deux 
racines À, et À, seront appelés les plans focaux correspondant à 1а 
droite D, 

Les points caractéristiques F, et F, de ces plans sont dits les points 
focaux de la droite D. 

Soient S, et S, les lieux respectifs de ces points, quand p et g varient; 
en général, S, et S, sont de véritables surfaces; leur ensemble constitue 
la surface focale de la congruence. D'après la théorie des enveloppes, 
les plans focaux sont respectivement tangents à S, et S, aux points 
F, et F,. Les droites D sont donc tangentes aux surfaces S, et S,. 

Supposons maintenant que S,, par exemple, se réduise à une courbe 
et que S, soit une surface. 

Dans ce cas, le plan focal II, est encore (II, chap. r, $ 4) le plan tangent 
à S, passant par la droite D. Les droites D sont tangentes à la sur- 
face S,, mais sécantes à la courbe $,. 

On examinera de méme le cas où S, et S, sont des courbes. 

Remarquons que la définition adoptée pour les points et les plans 
focaux est absolument indépendante de la nature particulière de la sur- 
face focale. 


Développables de la congruence. — Proposons-nous de grouper les 
droites de la congruence de manière à former une développable. On 
peut poser le problème ainsi : ` 

Quelle doit être la courbe décrite par le point M (p, q) pour que la 
droite correspondante engendre une développable ? 

L'équation du problème est : 


dp _ dq, 
da db 
c'est-à-dire 
dp d 
(6) A H = 3 , 
а ea db db 
y Ta daria. 
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L'équation (6) montre que: 


І e o 
a = À, (P, 4), di = (n 9). 


Il y a donc deux familles de courbes: 


Ф. (P. 9) Zu $, (P. d) = zy, 


satisfaisant à la question. 

Par un point M du plan des zz passe une courbe de chaque famille. 
Les tangentes en M sont précisément les traces des plans focaux (!). 

Considérons la courbe de la premiére famille passant par M, courbe 
que nous représenterons par (\,). Lorsque M décrit la courbe (4,), la 
droite correspondante D engendre une développable X,. Le plan tan- 
gent suivant MD, devant contenir la tangente MT à la courbe {1,), est 
précisément le plan focal II, (Ag. 8). 


Cherchons l'aréte de rebroussement de X,. Le z du point de cette 
aréte situé sur D est donné par: 


dp __ 1 
da F- va ч da 
др Ver. dq 
ou, en tenant compte de (5): 
F mn = 
z = da db — #3) 
1% ` др 


23 désigne ici le z du point F,. 
Ainsi Ја développable X, a pour arête de rebroussement la courbe 
de S;, décrite par F,, lorsque le point M décrit la courbe (,). 


(1) Voir la note de la page 38. 
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& 4. — Complexes 


On appelle complexe un systéme de droites dépendant de trois para- 
metres variables. 
Ainsi les équations : 
æ = as + p, 


у = 0= + q, 


définissent un complexe, si a, 5, р, 9 sont des fonctions de trois рага- 
mètres, ou, ce qui revient au méme, si a, 5, p, q,sont liées par une rela- 
tion et une seule : 

(3) F (a, b, p, q) = o. 

Cette équation est dite l'équation du complexe. 

Par chaque point M de l'espace passe une infinité de droites du 
complexe; ces droites déterminent un cône, qui est le cône du complexe 
relatif au point M. 

Si ce cóne se réduit à un plan, quel que soit le point M, le complexe 
est dit linéaire; cherchons, dans ce cas, la forme de l'équation (2). 

Toutes les droites du complexe, qui passent par le point (p, q) du 
plan des xy, sont situées dans un méme plan; la relation (2) doit donc 
être du premier degré en (a) et (b). Les droites du complexe, parallèles 
à une direction (a, b), c’est-à-dire qui passent par un point à l'infini, 
doivent aussi être dans un méme plan; leurs traces sur le plan des zz 
doivent, par suite, étre en ligne droite. Donc la relation (2) doit aussi être 
du premier degré en (p, q), c'est-à-dire être de la forme : 


Нар + Кӧд + Mag + Nôp + Pp + 99 + Aa + Ab + B5 +C = о, 


les grandes lettres désignant des constantes. — Ces constantes ne sont 
pas toutes arbitraires; en effet, les coefficients de direction (a, 5, 4) 
d'une droite D du complexe, passant par M (x, y, z), sont liés par : 


Ha (x — az) + K^ (y — bz) + Ma (y = bs) + № (2 — az) 4- ...— o. 


Le cóne du complexe, relatif à M, étant un plan, cette relation doit 
être du premier degré en a et б, et cela quel que soit z, donc: 


H = o, К = o, M+N—o. 
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En résumé : 
« Pour que le complexe défini par l'équation (2) soit linéaire, il faut 
« et il suffit que cette équation ait la forme : 


Aa + Bb LC + Pp + Qq + R (bp — aq) = o, 


< A, B, C, P, Q, R désignant des constantes. > 
On peut donner à cette équation une forme plus élégante, en utilisant 
les coordonnées de Plücker. 


Coordonnées de Plücker. — Les équations d'une droite quelconque 
D peuvent être mises sous la forme : 


(3) bz — cy = p, cx — az = q, ay — bx -- r, 
avec la condition : 
D ap + bq +4 er = o. 


Réciproquement, si a, б, c, p, q,r, sont des nombres quelconques 
satisfaisant à (4), les équations (3) définissent une droite bien déter- 
minée D; ces six nombres peuvent être appelés les coordonnées plücké- 
riennes de la droite D. 

On peut mettre les équations de D sous la forme : 


а = «az + x. у= Bz + Ë, 


en posant : 


Un complexe linéaire, engendré par D, a une équation de la forme: 
Au + BB + C = РЕ + Qu + R (8 = Bz”) = o, 
c'est-à-dire, en employant les coordonnées de Plücker : 
(1) Аа + Bb + Се + Рр + Qg + Rr = о. 


Plan polaire d'un point. — Le plan H qui contient toutes les droites 
du complexe passant раг М (z, y, 2) est dit le plan polaire de ce point. 
Cherchons son équation. 

Les coefficients de direction «, 5, c, d'une droite quelconque du com- 
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plexe passant par M sont liés раг: 


Aa + Bô + Cc + P (bz — су) + Q (ex — az) + R (ay — bz) = o. 


L'équation du plan polaire de M s'obtient en remplacant a, b, c, 
respectivement par X — œ, Y — y, Z — 2, ce qui donne : 


A(X—2)4-B( Y—y)--C(Z—2)--P(Yz—Zy)H-QUZx—Xz)H-R(Xy—Ya)—0, 
ou bien : 
(5) (Qz—Ry—A)X--(Rz—Pz—B)Y-4-(Py—Qz—C)74-Ax--By--Cz—0, 
ou encore : 
(6) (QZ—RY—Ay)e+(RX—PZ—B)y+(PY—QX—C)++AX+BY-LCZ=o. 
Siona: 
AP + ВО + CR = o, 


les plans polaires des divers points de l'espace passent par une droite 
fixe L, ayant pour équations : 


QZ—RY—=A, RX—PZ2-—B, PY—QX-C. 


Le complexe est formé par les droites qui rencontrent L ; on dit que 
ce complexe est singulier. 
Supposons : 


AP + BQ + CR ж o. 


L'équation (6) montre alors qu'un plan quelconque II peut être con- 
sidéré comme le plan polaire d'un de ses points. 

La symétrie des équations (3) et (6) met en évidence la propriété 
suivante : 

« Le plan polaire d'un point quelconque (X, Y, Z) du plan II passe 
« par le pôle M (x, y, z) de ce plan; par suite, les droites du complexe 
« situées dans II concourent au point M. » 


Réduction de l'équation d'un complexe linéaire, — Le lieu du pôle 
d'un plan paralléle à un plan fixe Q : 


uX + vY + wZ = o, (Q) 
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est évidemment la droite D définie par: 


Q: —Ry— ^ Вә — Ps — B Ру — Qa С 


“ v w 


Cette droite D est appelée (Plücker) le diamètre conjugué des plans 
parallèles à Q. 

Comme nous n'aurons pas à développer la théorie des complexes 
linéaires, j'indique dès maintenant une propriété mélrique importante 
de ces complexes. 

Si la droite D est perpendiculaire au plan Q, on dit qu'elle est un 
axe du complexe. Pour qu'il en soit ainsi, il faut et il suffit que l'on ait: 


Le complexe n'a donc qu'un seul axe, défini par : 


Qs: —Ry — A _ Ra —Pz — B _ Py — Q — C. 


p Q =` R 
Supposons qu'on prenne cet axe pour axe des z; on voit aisément 
que l'équation du complexe se réduit à la forme simple : 


ke -| r = o. 


L'équation du plan polaire d'un point M (œ, y, z) est alors : 


k (Z — s) + Xy — Ya: = o. 
ProsLème. — Étant donnée la courbe : 
(Г) a = f (t), y = g (0), s => (0, 


trouver la condition nécessaire et suflisante pour que les tangentes 
appartiennent à un complexe linéaire donné. 

Nous pouvons supposer qu'on ait choisi pour Oz l'axe du complexe, 
l'équation de ce complexe est alors : 


ke +r = o. 
H faut donc et il suffit qu'en chaque point M de la courbe (T) on ait: 
ke + ay — bx = 0, 


a, d, c désignant les coefficients de direction de la tangente. 
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Cette condition peut se mettre sous la forme: 
(1) kdz = wdy = уй, 
RexanQur. — Le plan polaire de M est: 
k(Z — z) =œ (Y — y) — y (N — œ). 
D'autre E la condition (1) donne : 
Ae = жу — yr 
et aussi : 
ka" = ay" — yx". 
Done l'équation du plan polaire peut se mettre sous la forme 


Am Y—y Z—: 


© y z же. 
v 


a y ” 


Ce plan polaire coïncide donc avec le plan osculateur en M. 
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PROPRIÉTÉS MÉTRIQUES DES LIGNES COURBES 


CHAPITRE PREMIER 
FORMULES FONDAMENTALES 


81. — Longueur des courbes 


Soient: 
Eu а -- ait + а, +... 
AN у= g (t) = b, + ô,t + b +. 
| Z= (t) = e, + et + 0s? +. 


les équations d'une courbe gauche T', et soient À et B deux points de la 
courbe correspondant aux valeurs: 


t= а, PE x < В, 


de la variable indépendante. Nous supposons que, £ croissant de < à f, 
le point M (x, y, z) décrit l'arc AB en allant toujours dans le même 
sens. 

Ceci posé, la longueur de l'arc AB est donnée par la formule: 


B ———— 
(3) arc AB — f yr? y? T SE? 
“x 


où x’, y', z désignent les dérivées de œ, y, z par rapport à t. 

Je ne veux pas, dans un cours élémentaire, m'étendre sur la défini- 
tion de la longueur d'un are de courbe, aussi je ne démontrerai pas la 
formule (2). Le lecteur pourra étudier la démonstration dans le Traité 
d'Analyse de M. Picard (p. З et 12). Admettant la formule (2), nous 
allons voir comment elle conduit immédiatement à celle qui donne la 
valeur algébrique d'un are de Г. 

Prenons pour origine des arcs un point О de Г, correspondant à la 
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valeur t, det, et soit À un nombre positif; supposons que, é croissant 
de t, = h àt, + ^, le point M (x, y, z) décrive un are M, M, en marchant 
toujours dans le méme sens (fg. 9). Ce sens sera pris pour le sens 
positif de l'arc M,M,. Pour abréger le langage, nous dirons quelquefois 
que nous prenons pour sens positif de la courbe, dans le voisinage de 
l'origine des arcs, le sens des t croissants. 


Fio. 9 


M étant un point quelconque de l'arc M,M,, soit s la valeur algébrique 
de l'arc OM, c'est-à-dire le nombre qui mesure la longueur de l'arc OM, 


е — 
précédé du signe +, si la direction OM coincide avec la direction posi- 
tive de la courbe, du signe — dans le cas contraire. 
Ceci posé, si M est compris entre О et М,, on a, par ce qui précède : 


t 
arc OM — f va + y? + z dit, s = arc OM; 

* fà 
au contraire, si M est compris entre les points O et M,, on a: 


fo À 
are OM = [VET F yt F =" dt = — [V F y F di, 
t fo 


et: 
s= — arc OM. 


Donc, dans les deux cas: 


t 
(1) s = [үг + y + z"* dll. 
fo 


Nous appellerons (s) l'abscisse curviligne du point M. 
Remarquons, d'ailleurs, que : 


ds? = dx? + dy + dz? 
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La formule (1) va nous permettre de démontrer la proposition sui- 
vante, qui est fondamentale. 

Tu£on£uE. — Si l'origine О des arcs d'une courbe n'est pas un point 
singulier, les coordonées œ, y, z, d'un point quelconque M de la courbe, 
situé dans le voisinage du point О, sont développables suivant les puis- 
sances croissantes de l'abscisse сигу пе s de ce point. 

Puisque l'origine n'est pas un point singulier (premiére partie, 
chap. vr, $ 3), nous pouvons choisir la variable indépendante f, qui fixe 
la position d'un point quelconque M de la courbe Г, de manière que 
les dérivées x’, y’, z', ne soient pas toutes nulles pour t = t,. Ceci posé, 
considérons l'équation : 


t 
(3) $ = Ф (1) où : Ф (t) = TT + y? + 31 dt, 


H fo 


Cette équation est vérifiée pour ` 


r тон 


en outre, la fonction: 
v (t = + Vat + y? + 3", 
ne s'annule pas pour £ — f, 
T (6) Á o. 


Donc, nous pouvons appliquer le théorème des fonctions implicites 
(V. Cours d' Analyse) et dire: 
Il existe une fonction: 


(4) t = ç (s), 


et une seule: 1° prenant pour s = o la valeur £ = t, ; 9° développable 
en série ordonnée suivant les puissances croissantes de s, pour des 
valeurs de s suffisamment petites en valeur absolue; 3° satisfaisant à 
l'équation (3). 

Elffectuons maintenant dans les équations (1) de la courbe le change- 
ment de variable défini par (4); nous obtenons alors les expressions: 
de ж, y, z en fonction de l'arc s correspondant à ce point. Ces expres- 
sions sont, en vertu d'un théorème connu, développables suivant les 
puissances croissantes de s, du moins dans le voisinage de l'origine 
des arcs. 


Remarquons qu'il est très aisé de calculer les coefficients de y (s). En 
APPLICATIONS GÉOMÉTHIQUES. 4 
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effet, l'équation (3) donne par la différentiation: 


pay — 1, 
A + 9^9? = o, 
Фу" + ЗФ" + 0^9? = o, 


. Comme Фф’ (f) est différent de zéro, ces équations font connaitre les 
dérivés de J (s) pour s = o et, par suite, aussi: 


(m (s) =t 4 LLD s aa. 


Remarque. — Soit r la valeur absolue de la corde OM : 


= (ш — ay + (y — y)? + (z — 2}, 
œ == Хуу + жүз + œ 82 + ... 
у= w + w + ye + ... 
z = z, + 218 + 2282 + 


où : 


Or, quel que soit s, 
dæ\ 2 dun? ds _ 
а) t) +6) =! 
En particulier, cette relation a lieu pour s = о; donc: 
a + y +: =1, 


02 = 5% + A 83 4 Ass + ... ` 


arc OM 
` corde OM 


et, par suite: 
Donc: 
lim 


E 
lorsque l'arc OM tend vers zéro. 


8 2. — Cosinus directeurs de la tangente; de la normale principale 
et de la binormale 
4° Tangente. — Soient : 


œ = z + as + egs? + ... 
у= Yo + Vas + yas + ss 
z = zx, + 218 + sas + ... 


M [CID OT OLA L A - 
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les équations de la courbe gauche Г, lorsqu'on prend pour variable 
indépendante la valeur algébrique s de l'arc correspondant au point M 
(x, y, +). On choisit comme direction positive de la tangente au point M 
celle qui correspond aux ares s croissants. Précisons cette définition. 


T 


Fia. 10. 


Soit AU un point dela courbe (fg. 10), dont l'abscisse curviligne (s) soit 
supérieure à s: 


La direction de la tangente en M est par définition la limite de la 
— 
direction MM', quand s' tend vers s. 


—» 
Les cosinus directeurs de MM’ sont respectivement : 


LR HÍ -x ï =$ Y — H E => z7 — z 8 =>5 
= => « , €— 1 — , 
r S—s r 8 —8 r 5—8 r 
Á ze 5 „$$ =œ3 
où r désigne la longueur de la corde MM’. Le rapport positif a 


pour limite l'unité, quand s' tend vers s; donc les cosinus directeurs de 


la tangente MT sont donnés par les formules : 


Y a =» d uL x ve 
a= lin = = 8 = lim 5—5, y= lim —-, 
s — $ $ — 8 7 — $ 
c'est-à-dire : 
dr d dz 
R: ===") B =", y =: 
ds us ds 


Reuanque. — Considérons sur la tangente MT un segment MA ayant 
pour valeur algébrique ds. 
Les relations : 


dx — ads, dy = Ваз, dz = yds, 
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expriment que dx, dy, dz sont les projections du segment «s sur les 
axes de coordonnées. 

9» Normale principale. — La normale principale en un point M de la 
courbe Г estla normale MN, située dans le plan osculateuren ce point. 
Le choix de sa direction positive résulte des considérations suivantes: 


Fio, 11, 


Par l'origine О des coordonnées (fig. 11), menons une demi-droile 
parallèle à la direction positive de la tangente en M et prenons sur cette 
droite une longueur Om égale à l'unité. Lorsque le point M décrit la 
courbe Г, le point m décrit une courbe sphérique, qu'on appelle l'indica- 
trice sphérique de la courbe Г. Cette courbe jouit de la propriété 
suivante : 

Tu&on£we. — La tangente en m à l'indicatrice sphérique est paral- 
léle à la normale principale au point correspondant M de la courbe Г. 

En effet, le plan z2O est parallèle à la fois aux droites MT, MT: 
il a donc pour limite, quand m' tend vers m, un plan Оте, parallèle au 
plan II osculateur en M à la courbe Г. Donc la droite » est parallèle 
au plan H, comme elle est, d'ailleurs, orthogonale à МТ; la proposi- 
tion est démontrée. 

Ceci posé, choisissons sur l'indicatrice sphérique une direction posi- 
tive quelconque (!), et soit с la valeur algébrique de l'arc correspondant 
au point m. On prend pour direction positive de la normale principale 
la direction MN,, parallèle à la direction positive de la tangente ms. Il 
résulte delà que les cosinus directeurs de MN, sont : 


(1) H y а avantage à ne pas préciser dans le cas général le choix de ceite 
direction posilive ; voir à ce sujet le cas où la courbe l' est plane (8 9). 
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ou, en tenant compte des formules, qui donnent «, 8, y: 


_ de ds Ëy ds _ dis ds, 
t = dei de ' = ds de Ti = аз? de 
3° Binormale. — La binormale en M est la perpendiculaire menée 


par le point M au plan TMN,. La direction positive de la binormale est 
la direction MN,, telle que letriéde (MT, MN,, MN;) ait la disposition 
directe (fig. 19). 


Ето, 12, 


Soient (4,85, үз) les cosinus directeurs de MN, ` опа: 


H Ё Y 
Sp Ë. Y | =+!1. 
434 Pa Ya 


En outre, chaque élément est égal au mineur qui lui correspond 
(pris avec son signe). 
Donc: 


aa = Py, — "äu, Ba = v1, — tyy; Ya = x, — P. 


En résumé 


_ de _ du dz, 
— p= ds T = asi А 
o de ds du ds, __ Pa ds, 
NE eds CES OE = dei dei 
ža = Pr, = YB Pa = Yx: —зү,_ үз = 38, — P. 


$ 3. — Notion de dérivée géométrique d'un segment 
Considérons un segment variable (OM), dont l'origine O est goe et 


dont l'extrémité M se déplace d'aprés une loi déterminée. En d'autres 
termes, supposons que les projections X, Y, Z du segment (OM) sur 
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trois axes rectangulaires Oz, Oy, Oz, soient des fonctions données d'une 
méme variable и 


X = f (u), Y =g (uw), Z = h (ч). 
Soit ONT la position du segment pour u = и“: 
X = fu), Y = (н), Z' = k (u). 
Le segment (MM'), qui a pour projections: 
X — X, Y — Y, Z— 7, 


est appelé l'accroissement géométrique du segment (OM), quand la 
variable indépendante passe de la valeur и à la valeur w'. Ce segment 
tend vers zéro, quand wi tend vers и, mais sa ligne d'action a pour limite 
la tangente en M à la courbe lieu des points M. 


XX Y-Y 7—7 RED UE 
Ww — Uu M — и Yt. m и == М 


Се segment а une limite bien déterminée, à savoir un segment (МР) 
dirigé suivant la tangente MT, et ayant pour projections: 


dY dL 

l =<" > t = A" п = PN 
Ce segment (MP) est ditla dérivée géométrique du segment OM, prise 
par rapport а u.— Soit с l'abscisse curviligne du point M. D'après ce que 
l'on a vu ($ 2), dX, dY, dZ sont les projections sur les trois axes d'un 
segment, ayant pour ligne d'action MT et pour valeur algébrique do ; 
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donc le segment qui a pour projection 7, m, n, a pour valeur algébrique : 


mp — 4°. 


du 


Relation entre les dérivées géométriques de trois segments rectangu- 
laires. — Considérons un trièdre trirectangle, ayant pour sommet un 
point fixe O et admettant un mouvement déterminé. Les cosinus direc- 
teurs des arêtes sont alors des fonctions déterminées d'une même 
variable и: 


(OM) а = f (u), B =g (№), Y eh (и); 
(OM,) z, = f, (и), B = z, (w), Y = h, (н); 
(ОМ,) ga = fs (u), Ba = 93 (и), ya = À, (ч). 


Considérons les segments directeurs OM, OM,, OM, des trois arêtes; 
entre les dérivés géométriques MP, M,P, et M,P, de ces trois seg- 
ments existe une relation simple, que nous allons établir (Ag. 14). 


Fio. 14, 


A ceteffet désignons les projections des trois segments MP, М,Р,, 
M,P,, sur les trois arêtes du triédre, comme l'indique le tableau suivant : 


MP | M,P, | MP, 


(T) OM, | m m, ma 


Des relations : 


a? -- 82 4 ү? — 1, az, + BB, + Yy, = o, 
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on déduit : 


à ++ 0, 


du 
| “++ + Œ 4 pŒ En = 0, 
| и 


c'est-à-dire : 
l= 0, m + 4, = o. 


On démontre de même que: 


m, = o, n, = 0, n + ¿= o, n, + m4 = o. 


Le tableau (T) est donc un tableau symétrique gauche. 


$ 4. — Courbure en un point d'une courbe gauche 
Valeur absolue et signe 


A Soient: 


e = f (s), y = g (s), z = h (s), 


les équations de la courbe gauche Г, lorsqu'on prend pour variable 
indépendante l'abscisse curviligne (s) du point M (œ, y, z). 


Fio, 15, 


Soient : 1° M et M’ deux points de la courbe Г (fig. 15); 

2° Om, От’, les segments directeurs des tangentes MT, MIT: 
3° «l'angle de ces deux directions. 

On appelle courbure moyenne de l'arc MM le rapport: 


D 
—— = courbure moyenne. 
arc MM' y 
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La limite de ce rapport, quand M' tend vers M, est ce qu'on appelle 
la valeur absolue de la courbure au point M. Remarquons que : 


: 7 e . corde mm 
corde mm = 9 sin 2 Lin = 


Donc la courbure en M est égale en valeur absolue à la limite du 
rapport : 
corde mm' 


are MN" ` 


On voit donc que la courbure au point M est égale en valeur absolue 
à la dérivée géométrique mp du segment Om, prise par rapport à s. Il 
est naturel d'appeler valeur algébrique de la courbure au point M la 
valeur algébrique du segment mp. On peut donc dire : 

« La courbure en M est représentée par la dérivée géométrique du 
« segment directeur de la tangente en M, cette dérivée étant prise par 
« rapport à s. » 

D'après ($ 2) la ligne d'action du segment (mp) est parallèle à la nor- 
male principale en M; en outre, sa valeur algébrique H est donnée ($3) par: 


R 
1.2" 
R ` ds 
с désignant l'abscisse curviligne du point m. Les projections sur les 
axes du segment mp sont : 


da dx dB ` dy dy d'z 


ds ` ds? ds ` ds? ds ds? 


Donc on a aussi : 


1 í da: 2 dan? nit 3 
D" E T (2) + (s) < 
Remarques. — 1° Si on choisit pour direction positive de l'indicatrice 
sphérique le sens dans lequel se déplace le point m, quand le point M 
se déplace dans le sens positif de Г, l'expression de la courbure est 
positive. 
2» Les formules qui donnent les cosinus directeurs de la normale 
principale en M peuvent maintenant prendre la forme : 


E 22 22 
Lanes $, = R =Z, AH 


ds? А 
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3° Enfin, si la variable indépendante qui fixe la position du point M 
sur la courbe Г est une variable quelconque t, il faudra remarquer 
que : 


dæ a d? ac за" — as 
== = — — = , 
ds $ ds? e? 
et par suite : 
1 (my —ya?-i(yz:—szuX4(axy — ya") 
Ju = [a + y + z’? 


88. — Torsion en un point d'une courbe gauche. — Valeur absolue et signe 


Soient Om, On,, On;, les segments directeurs de la tangente, de la 
normale principale et de la binormale au point M de la courbe F (fig. 16). 


ï 
Кы 


QUAI 
Fio. 16, 


Soient Om’, On',, On’, les segments correspondants pour le point M’. 
Enfin, soit n l'angle des directions On; et On's. On appelle torsion 
moyenne de l'arc MM' le rapport: 


arc MM torsion moyenne. 
La limite de ce rapport, lorsque M' tend vers M, est par définition la 


valeur absolue de la torsion au point M. Comme précédemment, cette 
limite est la méme que celle du rapport : 


corde Data. 
arc MM 


Donc la torsion au point M est égale en valeur absolue à la dérivée 
géométrique du segment On,, prise par rapport а s. La valeur algé- 
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brique de cette dérivée est par définition la valeur algébrique ш de la 


torsion au point M. 

Ainsi: 

« La torsion au point M est représentée par la dérivée géométrique 
« du segment directeur de la binormale en M, cette dérivée étant prise 
« par rapport à s. » 

Remarquons que le point n, a pour lieu géométrique, quand s varie, 
la courbe polaire de l'indicatrice; donc, en vertu d'un théorème élémen- 
taire, la tangente au point n, est parallèle à la tangente en m à l'indica- 
trice. Nous supposerons la direction des arcs de la courbe polaire 
choisie de manière que ces deux tangentes aient la méme direction 
positive. 

Ceci posé, si ү désigne l'abseisse curviligne de 7, : 


b dr 
dls 
etk 
BECH _ ©, — dn, 
"TT de frz dz "= ge 


Par suite : 


dz = a; dza + Pidpa + үз, 
ou bien : 
de = — ada, — 8,018, — ay, 


ou encore, en tenant compte des expressions de as, Ba, Ya : 


z Ë Y 
ж ыш; Ë fa 
ME уай dz, dB, dv, 
ds ds ds 
D'autre part : 
2 qu s 
4 =R, в =R 27, ү, = R а" 
Donc : 
da dy dz 
ds ds ds 
1 da: du d: 
AN T=" R: LE p m 
EA d'y а: 
dei ds? dei 
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Revanque. — La torsion en chaque point d'une courbe plane est évi- 
demment nulle; nous allons montrer que la réciproque est vraie. En 
elfet, de: 


on déduit que le rayon On, reste fixe quand m décrit l'indicatrice; 
done cette dernière est un grand cercle, dont le plan est perpendicu- 
laire à On,. Par suite, les tangentes de Г sont toutes parallèles à un 
méme plan, et la courbe Г est plane. Ce résultat est aussi une consé- 
quence de la formule (1) et d'une proposition déjà démontrée (V. I, 
chap. r, 82). 


8 6. — Cercle osculaleur 


Soient M et M’ deux points de la courbe Г et MT la tangente en M. 
Construisons le cercle (С’) tangent en M à la droite MT et passant 
par M'. Lorsque le point M' tend vers M, ce cercle a une limite 
déterminée, qu'on appelle le cercle oseulateur en M. 


Pour trouver cette limite, marquons sur la normale principale en M 


^ 
» ' 
ï f. 
LS 
bb ҸЕ 
1 >M 
2 
M T 
Fio. 17 


le point Г situé à égale distance de M et MI (fg. 17). Le cercle C’ peut 
être considéré comme l'intersection de la sphère ayant pour centre Г et 
pour rayon I'M, avec le plan TMM’. Ce plan a une limite déterminée, qui 
est le plan osculateur en M. Nous allons voir que la sphère a également 
une limite bien déterminée. 

Désignons par p la valeur algébrique du segment MI'. Soient: 


(M) m = f (з), y =Q (з), zs = h (s), 
(M) X=f7(s 4 s), Y = g (s + €), Z = h (s + €), 
les coordonnées de M ct M'. — On a : 
pg (Ха рау) 4 (У —– у —– рв.) 4 (2 — 2 — ру), 
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d'où : 


9 s (X а)? 
Im Ex, (X =Â œ) 


Or, le développement en séries donne : 
X=>=Ê x + ЕС i. 
: Lier ti 4.2 1.2.3 Y? 


et deux formules analogues pour Y — y et Z = z. D'où : 


LD) |; à X— x 
(1) lim = = N lim z ( > 


) za? 9-2 = 1. 


D'autre part : 


x = Ва", B, == Ry. d ї. = Rs", 
z(X—a)--8iY—»y-4-15£—:)— igo + By + v z”) +... 
ou : 
e 
Xu(X—2z)- sq + Set 
Donc : 
(2) lig (X =9) _ 1. 


z? 2H 
Les formules (1) et (2) donnent : 
lim = В. 


Le point l'a donc une limite bien déterminée, à savoir le point І, dont 
les coordonnées (a, b, c) sont définies par: 


а= v + Ra. b = y + Rb, e = z + Ry 


Ce point est appelé le centre de courbure au point M. 

On voit donc que le cercle C' a une position limite C bien détermi- 
née. Le cercle C est situé dans le plan osculateur en M, a pour centre 
le point I et pour rayon IM. Ce cercle est aussi appelé le cercle de cour- 
bure au point M. 
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$ 7. — Formules de Serret 


Ces formules ont pour but de faire connaître les dérivés des neuf 
cosinus x, B, y, а, By, Yp 2, Bas v en fonction de ces cosinus et de R 
et T. On peut les obtenir trés rapidement par le procédé suivant : 

Soient MT, MN,, MN,, les droites que nous avons si souvent consi- 
dérées, et qui constituent ee que l'on peut appeler le triédre de Serret, 


п: 


Fio. 18. 


relatif au point М (fg. 18). Soient (Om), (On), (Ong), les segments 
directeurs de ces trois droites, et (mp), (x,p,), (Pa) leurs dérivées géo- 
métriques. On a vu que mp représente la courbure au point M, que 
пр, représente la torsion, et que la ligne d'application de ces segments 
est parallèle à On,. L'application du théorème relatif aux dérivées de 
trois segments rectangulaires (8 3) montre que les projections des trois 
segments mp, љур, et nap sur les arêtes du triédre (Om, On,, Ол,) sont 
indiquées par le tableau suivant: 


| mp NP 


Om | о |— it 0 

| 1 
Ол, m | O T 
On, 0 - T 0 
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En projetant ces trois segments sur les axes fixes, on obtient ($3) : 


da 


(lx 2 1 i 

| a =W DR ah 
dz = =T ds T éi A" ZE 

| da, 1 2 dB, B B dv, que 
ds R " ds H Ï ds H T 


Telles sont les formules de Serret. 


n 


+ : d'a NE 
Remarque. — Il est aisé de voir que => est une forme linéaire 
ax 


de x, x,, a», ayant pour coefficients des fonctions de R et T et de leurs 
dérivées. Pour l'établir, il suffit de faire voir que, si la proposition est 
vraie pour l'indice », elle l'est aussi pour l'indice (n + 1). Soit : 


(l^ 3 3 
T^ Ax- Bs, + Ca, 
alors : 
ds la. М 
de = Aya +В, + Cita 
ой: 
dA B dB. A УМ E ac B 
n = — — =p 3 = a= d = = 3 = — — => 
ИЛЫ Б. е ТАТ Т. шы Л 
La proposition est donc démontrée. 
On trouve de même : 
de Bs LC 
ds" — p + wl | apas 
d'y š 
ds^ - Ay + By, E Сү, 
$ 8. — Développement des coordonnées x, y, z d'un point M 


suivant les puissances croissantes de l'abscisse curviligne (s) de ce point 


Prenons pour axes de coordonnées les arétes du triédre de Serret, 
relatif à l'origine des arcs de la courbe Г, et supposons connues les 
expressions de la courbure et de la torsion en un point quelconque M 
en fonction de l'abscisse curviligne (s) de ce point: 


R = » (s), T 


= 4 (s). 
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Nous allons voir que l'on peut calculer les coefficients des développe- 
ments, déjà rencontrés : 


у= у.з + ure 2 2 +2 4... 


(4) œ = z,# + 23 +4... 


En effet, il résulte des relations: 


de dy dz 
EJ _ = x = = 8, — = 
(2) EE ds d ds T 


et de la proposition que nous venons d'établir que : 


| CZ тє As + Вл, + Cuts 
cn 
(3) des = AB + В,8, + Cuba, 
E = = Any + Bay + Саз, 
avec: 


m US UTEM ORITUR Motus 
(4) A, — T B, — 77144084 MAD Са mM = ei 


En faisant dans ces formules : 


5 = 0, 


et successivement : 
"zi 40 


on obtiendra les expressions de £as Yn, Zu : 
d'a 
FE |: 2.3... 5(22). a = х. y, 2. 
On remarquera qu'à l'origine: 


x — B, A Ste 


et que tous les autres cosinus B, у, x,, үү, x», 3, Sont nuls. 
Caleulons les premiers coefficients des développements. Les formules 


(1) donnent : v 
Ar B, = o, Ç, = 
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les formules (4) donnent ensuite : 


А. = 0, B = үр C, = 0, 
1 D + E 1 ERU 
fuer. men аказа. et 
de là, on déduit immédiatement : 
E 
| ML л 
a GRE, Ep. 
хе 4. en | 

echt жш | т Pa ys 

ғ = ES 

<= Gt ve 

Remarque. — Si on a égard à ces formules et à l'indétermination de 


la direction des axes, on voit que : < la courbe Г et sa symétrique 
« sont les seules, pour lesquelles R et T ont les expressions données.» 


$ 9. — Cas où la ligne donnée Г est plane 


Les formules et notions qui précédent se simplifient particulièrement, 
quand la courbe Г est plane. Nous allons les passer en revue. 


; | 


Fio. 19. 


Soient : M un point de la courbe; s, son abscisse curviligne ; z et y 
APPLICATIONS GÉOMÉTRIQUES, 5 
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ses coordonnées rectangulaires, et enfin (fig. 19) : 


D. 


ç == m, T. 


Les cosinus directeurs (x, 8) de la tangente MT sont: 


= dæ 

| | z = COSE = ls 
(1) di 

| B — = = 


Les plans osculateurs de la courbe se confondent avec le plan voy. 

L'indicatrice de la courbe Г, c'est-à-dire le lieu de l'extrémité m du 
segment directeur de la tangente MT, se confond avec le cercle trigo- 
nométrique ayant O pour centre. Le choix du sens positif de ce cercle 
est indépendant de la courbe Г; on voit donc qu'il y a avantage, dans 
la théorie générale ($ 2, n° 2), à ne pas faire dépendre du sens de la 
courbe Г celui de йш sphérique. 

La direction positive MN de la normale (principale) en M est celle 
de la tangente en m ; elle est donc définie par : 


E] 


T odi т 
(T, N) = d ou: (v. N) = 6 E 


Les cosinus directeurs (z,, Du) de MN sont donc: 
(3) «| = — sin t, B, — cos «. 


l.a courbure au point M est représentée par le segment mp, dérivée 
géométrique du segment Om par rapport à s. Cette courbure a donc 
pour valeur algébrique : 


(3) = = == 


temarquons que: 


de = 208 — 802: 
la formule (3) donne donc : 


; 1 dr diy ` dy dx 
ш. R ds det 7 ds dst 


Supposons z et y évaluées, non en fonction de s, mais en fonction 
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d'une variable indépendante quelconque £; alors la formule (4) prend 
la forme : 
(5) 4 xy — ya 


R ga 


où les lettres accentuées désignent des dérivées prises par rapport à /. 
La formule (5) est, comme on voit, beaucoup plus simple que la for- 
mule correspondante dans la théorie des courbes gauches. 
Le centre du cercle osculateur, ou centre de courbure en M, est en un 
point 1 de la normale, tel que (V. $ 6) : 


Ses coordonnées (z,, y,) sont donc : 
(6) x, = œ —Rsine, у, == у + Reuss, 


On vérifie aisément au moyen de ces formules que le point I est le 
point de contact de MN avec son enveloppe. 

Si on différencie les expressions (1) et (2), on obtient immédiatement 
les formules : 


| dx a, dà — 8, 

3 | ds R \ de В’ 
E | s ER: 
We "SR d = R 


que l'on peut aussi déduire des formules de Serret, en supposant la 
torsion nulle. Nous avons vu, en effet ($ 5), qu'en chaque point d'une 
courbe plane la torsion est nulle, et réciproquement. 

Enfin, si l'on rapporte la courbe aux axes MT et MN, on trouve (8 8) : 


(8) 


Ces formules montrent que le centre de courbure Í est du même côté 
que la courbe par rapport à la tangente MT, du moins dans le voisi- 
nage du point M. 

Remarque. — Revenons aux anciens axes Ox et Oy et supposons les 
coordonnées x et y de M évaluées en fonetion d'une variable quel- 
conque t. Prenons pour sens positif de la tangente en M le sens des 
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| eroissants ; alors dans la formule (8): 


£0, 


et le signe de R est celui de: (x'y” — ух”). 
Donc, si: 


xY — ya^ > 0, 


la courbe est concave au point M vers la normale positive; elle est con- 
rexe dans le cas contraire. 


CHAPITRE II 


APPLICA TIONS DES FORMULES FONDAMENTALES 
FORMULES RELATIVES A LA VARIATION D'UN SEGMENT 


$ 1. = Раовиёме T. = Déterminer les courbes gauches pour les- 
quelles la courbure est constante, ainsi que la torsion. 
Soient : 
at = f), y = g (s), z = h(s), 


les équations d'une courbe Г, pour laquelle : 
R = G“, T G; 


Prenons pour inconnues auxiliaires les cosinus du trièdre de Serret 
relatif à un point quelconque M de la courbe. — Les cosinus z, ж, œ 
(nous-conservons ici les notations du chapitre précédent) sont liés par 
les relations : 


dx m du, 0X a dx, a 
ds H de H 1 din, > 


2, „ал AN z=. 1 1, 
gë "€ Дилда 


Done x, est une intégrale de l'équation : 


du 3: 
ПРЫ E bai / 
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П en est de méme de f, et ү. — Donc : 
D . Ж dx 
z, = А cost + Bsin £ = В" 
& = A'cos + B' sin fe = n ë, 
y, = A" cos jë + B'sin ë = R De 
Comme on a identiquement : 


a? +B2+4+r2=1, 


on doit avoir: 


A2 + А? -Ь A"? = B? В? + B^ = 1, 
AB + AB' + АВ” = o. 


Les cosinus «, B, y, sont par suite donnés par : 


SRE BK 3c E 
TREO E 


(t) (az =F жест 
| AK а BK. zi CS CK 
ITBSOUECORCOOE T: 


où les constantes C, C', C" sont assujetties à satisfaire aux relations : 


AC + A'C' + АС" = BC + B'C' + B'C" = o, 
C? 4- C? 4- C? =. 


Les cosinus du trièdre de Serret sont déterminés. Les équations (1) 
fournissent immédiatement x, y, z, puisque : 


de __ dy di ` 
di" geb ds? 


En désignant par a, b, c, a’, A, e, a”, b”, c", les neuf cosinus d'un 
trièdre fixe : 
z = mn, + ax, + by, + cz. 
(2) y — y, + a, + by, + cz, 
z = z, + ах, + by, + c'e, 
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avec: 


(3) D, = K eos Z, y, = K sin È» ғ, = E 
EU. was DUE Kei 5 le: bN 
Les équations (2) de la courbe Г montrent que, par un déplacement 
convenable de cette courbe, on peut la faire coïncider avec l'hélice 
définie par les équations (3). 
Ainsi : « Une courbe pour laquelle la courbure est constante ainsi 


que la torsion est une hélice tracée sur un cylindre de révolution. » 
Si on pose : 


on voit que les équations (3) prennent la forme : 


ENSE LL uuu nb DEUX, 
94 —'R cos w y, = R^ 10 “= Ww ? K: = fi Ti 
Remarque. = Si R et T ne sont pas constants, mais si : 

R 

= = С“ 

1 


la courbe Г est encore une hélice, mais cette hélice n'est plus tracée 
sur un cylindre de révolution. Cette proposition, due à M. Bertrand, 
est une conséquence immédiate des formules de Serret ; je laisse au 
lecteur le soin de le vérifier. Nous serons plus loin conduits tout natu- 
rellement à ce théorème. 

Рповіёме I. — Déterminer les courbes planes pour lesquelles la 


T 
3 


M LE 3865 


courbure en chaque point M est une fonction donnée de l'abscisse cur- 
viligne s de ce point : 


Soit Г une courbe satisfaisant а la question (Ag. 20). Prenons pour 
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axe des x la tangente à l'origine (o) des arcs de la courbe Г, pour axe 
des y la normale en ce point. Cherchons d'abord l'angle e : | 


€ = ïe, T. 


On a vu que : 


donc, par suite du choix particulier des axes : 


£ = [+ ix) ds, 
° 


Ceci posé, les coordonnées z et y du point M sont déterminées en 
fonction de s par les formules : 


=. COS € sin e: 
de r= ? = 4 


d’où l'on tire: 


x =; cos eds, у =f sin eds, 


On voit que la forme de la courbe est complètement déterminée. 
Cette proposition est, d'ailleurs, un cas particulier d'un théorème établi 
plus haut (chap. 1°, $ 8). 


$ 2. — Formules relatives à la variation d'un segment (1* groupe) 


Soient : и la valeur algébrique d'un segment MM,, ayant pour ligne 
d'application la droite D (fg. 21); 

a, b, c, les projections sur les axes du segment directeur Od de la 
droite D ; 

æ, y, z, les coordonnées du point M. 

Nous supposons que ces sept quantités sont fonctions d'une méme 
variable indépendante (t); le mouvement des points (M, M,, d) est alors 
complétement déterminé. Désignons les trajectoires de ces points res- 
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pectivement par S, S, et 2, et les directions positives des tangentes en 


[4 


Fio. 21. 


M, M,, d, par MT, M,T, et de. Enfin, posons : 


$ = Od, MT, 0, = Od, MAT, 
€ — de, MT, «== de, MT: 


Ceci posé, les coordonnées жү, уу, z,, du point M, sont définies par : 
aum à + au, y = y + bu, s, = z + cu. 


De là on déduit en différentiant 


dy, = dy + bdu + udb, 


| dx, = die + adu + uda, 
dz, = dz + edu + мас, 


с 


L'interprétation de ces formules conduit à des propriétés infinitési- 
| males curieuses du mouvement considéré. En effet, résolvons les équa- 
tions (1) par rapport à du et и: 


(2) du = Хайх, — Хайх, 
а (da? + db? + dc?) = Edadæ, — Xdada. 


c BLIES MATEMATYE 
ШИШИЙ ШШЕ) pu 
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Soient s, s, et с les abscisses curvilignes respectives des points M, 
M, et d. Les formules (2) donnent : 


dx dx 
= lI АК 
| du = ds Ea is, dsXa ds 
da dx da da 
— MÉI eg ee » ` B ER 
| ude = ds, X de, deii d %' 
ou bien: 
du = ds, cos 0, — ds cos, (1) 
маз = ds, coss, — ds сова. (II) 


Ces deux formules jouent, comme оп le verra, un rôle important dans 
beaucoup de questions relatives au déplacement d'un systéme de deux 
points. La première est, d'ailleurs, bien connue. 

Enfin, l'élimination de и et du entre les équations (1) conduit à la 


relation : 


Ids? = List, (Шш) 
ой: 

а de de Ge 

ds ds =: ds, ds, 

| |, % dy _|, dà an 

(3) dea S ER а 

о dz „ de dz, 

ds ds ds, ds, 


Comme les relations (I) et (Il), la relation (IlI) exprime une propriété 
indépendante des axes de coordonnées. 

Pour le faire voir, désignons par : 

À, ш, v, les projections, sur les axes de Serret relatifs au point M, du 


segment directeur Od; 
A, В, C, les projections, sur les axes de Serret relatifs au point M, du 


segment (de) dérivée géométrique du segment Od par rapport à s. 
Alors: 
da 


a = x + ux, + vas, di Az + Bx, + Cay, d^ 
1b 1 Ü 

(4)  (5—08-FuB. + S= АВ 4 В8, + CR, È = 6, 
de d 

e= Hen tna Art Br + Cn É = w 
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et par suite : 


Ax d D 8 Y 1 
E к В 0 © В и = Cp — Bv. 
» € 0 = Ba Үз 


Cette formule montre que I est indépendant du choix des axes Oz, 
Oy, Oz. 

De méme, soient : 

À, 94, va, les projections sur les axes de Serret, relatifs au point M,, 
du segment Od ; 

A,, B,, C,, les projections sur les axes de Serret, relatifsau point M, 
de la dérivée géométrique de, du segment Od, prise par rapport à s,. 

On trouve : 

I, = Cu, = Bu, 


Les formules I, П, Ш, quand on introduit les quantités À, u, v, 


А ВЕ... deviennent : 


du = ds, — Mis, 
uds? = A ds? = Ads?, 


(Cu = Dv) dy? = (Ciu, — B,v,) ds 2. 


La deuxième formule résulte de ce fait que : 


de da 
d, 085 = A, ds, cos x, = Å, 


Кемлвосе l. = Évaluons А, B, C, au moyen de 2, и, v. Si on diffé- 
rentie les formules (4), qui donnent les expressions de a, b, c, en fonction 


de}, u, v, et sion tient compte des formules de Serret, on trouve les 
formules suivantes, dont nous ferons un grand usage : 


m "E: 
ds R 
tla. à v 
R =K T R: Fe 
_ du | 
—HHet TE 


Ал + Bu + C» = о, 
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Renarque H. = L'expression différentielle Ids! a une signilication 
géométrique simple que je ne fais qu'indiquer. Soit M'D' la position de 
la droite MD (Ag. 221, correspondant à un accroissement ds de l'abscisse 
curviligne s du point M. Soit M'P' un segment équipollent au segment 


з 


Fio, 22, 


directeur dela droite D'. Si on prend ds pour infiniment petit principal, 
le moment du segment M P' par rapport à la droite D a pour terme 
principal Ids?. N'ayant pas à utiliser cette proposition, je laisse au 
lecteur le soin de la démontrer. On utilisera à cet elfet la formule (3). 
La signification de I,ds,? est analogue. 


§ 3. — Formules relatives à la variation d'un segment (2° groupe) 


Soient H et II, les valeurs algébriques respectives dessegments de et 
de, ; les deux expressions de do : 


da == Наз, da = Hds, 
montrent que: 
Has = Цев. (IV) 
D'ailleurs : 
H? — A? + B? + C?, Н,2= A,” + B? -+ C 


On peut dire que les expressions Ids? et Hds sont invariantes, quand 
on passe du mouvement du point M à celui de M,. — On peut trouver 
un invariant différentiel nouveau par les considérations suivantes. 

Posons : 


b e a b c 


a 
da db de da db de 
A ds «ds ds Ap ds, ds, ds, 
dé ds? ds det ds? dst 
ЧИГЕНИ! ТТС Тек] |. - , "UUIFN 
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il est aisé Се voir que le déterminant 


a b с 
da db de 
da dth de | 


esl égal à chacune des expressions Ads? et A, ds}, done : 
Ad = A, д}. 


Nous allons montrer que ces quantités 4 et A, ne dépendent pas du 
choix des axes de coordonnées rectangulaires Ox, Oy, Oz. 

Calculons A au moyen de À, u, v. A cet effet, remarquons que les for- 
mules !4) du paragraphe précédent et les suivantes : 


Um = As E Ba +C, [A= 206 


| ds R 
ub e ; T : dB A ( 
qa =: A+ ВВ ++ Ch В = TRT 


n , 4 r а. Cl à 
ти = Ат + Ву + Cn. Le 8 


montrent que: 


А cji cy m Bi M 
EX B “€ de même: 53,—| A, B, С, 
AG AB X A, B, C 


Zn résumé, nous avons obtenu les deux groupes de formules : 


(1) ( du = d. ds, — ds, 

à (11) { uda? = М ds} — Ac, 
ШЇ | (Cu. — В») ds? = (Сү, — Ву) def, 
(IV) | de= Hds = Hids, 

(V) | Ads? = А 8), 


H= А24 В: =C, = H? =A? + B? + Ca. 


Remarqnons que Ja formule (1I) peut aussi prendre la forme : 
^ A 

íN Bi жашт м 

(M bis) “= m 


Toutes ces formules nous paraissent fondamentales. 
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Remanques. = 1° Examinons dans quel cas l'un des invariants Has, 
Ids?, Ads? est nul. Si : 
H= o, 
il est clair que la droite D reste parallèle à une direction fixe (car 
(i = 0 
Si: 


A 0, 


la droite D reste parallèle à un plan (V. I, chap. mer, $ 2). 
Enfin, l'expression de I (chap. п, $ 2) montre que, si : 


I zo, 


la droite D engendre une surface développable. П estévident, d'ailleurs, 
que les réciproques de ces propositions sont exactes. 


Fto, 23, 


2 Si, dans toutes ses positions, la droite D est constamment tangente 
à la trajectoire S du point M (fg. 23), on a évidemment : 


COS € = 0, A = о. 


Mais il faut observer que la réciproque n'est pas vraie. 

Si A est nul, la droite D n'engendre pas forcément une surface déve- 
loppable. Nous verrons plus tard (surfaces réglées) la signification géo- 
métrique de la relation : 

A — o, 


$ 4. — Expression particulière du déterminant А 


Multiplions le déterminant A par le suivant : 


Ií! о о | 
1 — 22 = 0 pf | 
O v yg | 
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AA + Bu + Cv = o, 


Nous trouvons, en tenant compte des identités : e d v 
7 y p ` | A + Bu + Cv = — Н2, 


A A A 
A(1—33)—|1—»5* — A, —H1— AA 
0 Ca — By Cu — By 


c'est-à-dire, en revenant à la notation : 
I= Cu = В», 
А (1 — 22) = [ A + àH?) — A (Cj — B»). 


D'autre part, les formules qui donnent A', B', C (paragraphe précédent) 
montrent que: 


Par suite : 
^d — = I -A + (а). 


Cette expression simplifiée de A peut être utile. 
REMARQUES, — 1. Si on a : 
Ше; 


c'est-à-dire si la surface est développable, la formule précédente se simplifie 
et donne: 


H. Supposons maintenant : 
X=1, u = 0, у ух 


les génératrices sont alors les tangentes de la directrice donnée. La transfor- 


mation précédente n'est plus permise ; mais la simplication de А ne présente 
aucune difliculté. 


On a en effet : 


ZS 22d E p i 
A&>=:6; B= г, C = 0, C= T TT 

donc : 
0 0 
1 C 1 

zx E Ed нй Заа 

Boc 

$8. — Cas particulier où le segment MM, se déplace dans le même plan 


Soit Od le segment directeur de la ligne d'application du segment 
(fig. 34); le lieu du point (d) est précisément le cercle trigonométrique, 
et с est l'abscisse curviligne du point (d) sur ce cercle. 


` 
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o = b, ï, DT, 


en désignant, comme plus haut, par D, T, T, les directions de la ligne 


Posons : 


P 


Fio, 24. 


d'application du segment et des tangentes MT, M,T,. Soit (t) la direc- | 
tion de la tangente au point (d\; posons aussi pour un instant : 


, AS i 
ЗЛ, er = Тг, | 


En vertu des formules (T) et (ID, on a: 


du = ds, cos0, — ds cos 6, | 
uds = ds, cose, — ds cose; | 


mais dans tous les саз: 


z z 
vedend-h ei 4 = g + 9%» 

les formules précédentes deviennent : | 

(1) du = ds, cos0, — ds cos 0, 

(IL) uds = ds, sin0, —ds sint. 

Les formules III, 1V, V, se réduisent ici aux formules évidentes : 

_ ds _ ds, 
SER R. 


QUATRIÈME PARTIE 


PROPRIÉTÉS MÉTRIQUES DES SURFACES RÉGLÉES 


CHAPITRE I 
SURFACES GAUCH Z5 


$ 1. — Préliminaires 


Nous désignerons dans la suite par : 

Г la directrice d'une surface réglée quelconque S (fig. 25); 

MD, la génératrice passant par un point quelconque M de la direc- 
trice ; 

Od, le segment directeur de MD ; 


| Fia, 25. 


À, u, v, les projections du segment Od sur les axes de Serret MT, 
MN,, MN,, relatifs au point М; 

s, l’abscisse curviligne du point M. 

La surface S est complètement déterminée, si on donne la courbe F 


ainsi que les expressions de 2, u, v en fonction de (s) : 


(t) A—f( = u=g(s), у= А (s). 


Nous dirons que les équations (1) sont les équations intrinsèques de 


la surface S. 
APPLICATIONS GÉOMÉTRIQUES. 6 
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Les coordonnées superficielles d'un point P de la surface situé sur 
la génératrice MD sont: 

1° L'abscisse curviligne (s) du pied M de la génératrice : 

9° La valeur algébrique (и) du segment MP. 

Le cône engendré par Od est dit (comme on sait déjà) le cône direc- 
teur de la surface S. 


о 
d | š 
e 


Fio, 26, 


Nous désignerons par Oe (Æg. 26) la direction de la tangente à la 
trajectoire du point d et par Of la direction de la perpendiculaire au 
plan dOe. Cette direction Of est supposée choisie de maniére que le 
trièdre (Od, Oe, Of) ait la direction directe. 

Enfin, les notations employées dans l'étude de la variation d'un segment 
sont toutes conservées ici. 


$ 2. — Point central. Ligne de striction 


Nous avons vu "Us partie) qu'un plan II quelconque, passant par MD, 
est tangent à la surface S en un point et un seul, Parmi les plans II, il 
y en a deux qui ont évidemment une situation bien particulière relati- 
vement au cône directeur, ce sont : le plan II,, perpendiculaire au plan 
de, оп parallèle au plan dOf, et le plan П, parallèle au plan die Le 
. second a son point de contact rejeté à l'infini (Пё partie); le premier a 
son point de contact en un point de D qu'on appelle le point central de 
la génératrice D. 

Ainsi, pour construire le point central de D, il suffit : 

4° De construire le plan normal au cône directeur suivant la généra- 
irice parallèle à р; 

2 De mener par la droite D un plan II, parallèle à ce plan normal. 

Le point de contact de II, avec la surface S est le point central 
cherché. 
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Le lieu des points centraux est appelé la ligne de striction de la sur- 
face S. 

Cherchons l'équation de cette ligne (en coordonnées superficielles). A 
cet effet, soit M, un point de D; supposons que les coordonnées u et s 


de ce point soient liées par : 
u = Ņ (s). 


Lorsque M décrit la courbe Г, le point M, décrit ane courbe Г,. 
Appliquons la formule fondamentale (1° partie, chap. п, $ 2) : 


uda? = Ads? — Ads, 
ou bien : 


au mouvement du segment MM, Pour que le point M, soit le point 
central de D, il faut et il suffit que la droite Oe soit perpendiculaire à 
la tangente M,T, de la courbe Г,, c'est-à-dire que: 


Au =o. 
Alors : 


— = H: = AS + Bz + (2. 
Ainsi l'équation de la ligne de striction est : 


A 
и = = 
? 


A+ B2 4 Cs 


Pour que la directrice soit ligne de striction, il faut et il suffit que 
A ex 0. 


$ 3. — Théorème de Chusles relatif aux plans tangents de Š 


Nous nous proposons d'étudier comment varie le plan tangent au 
point M, quand le point M décrit la droite D. Раг Od (fg. 27) menons un 
plan paralléle au plan tangent TMD et soit Og la trace de ce plan sur le 
plan eOf. Cherchons l'équation de ce plan en prenant respectivement 
pour axes des z, y, z, les droites Od, Oe, Of (évidemment indépendantes 
de la position du point M sur la droite Dj. А cet effet, formons le 
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tableau des cosinus directeurs des droites Og, Oe, Of par rapport aux 


F 


Fio. 37. 


axes de Serret relatifs au point M. 


Od Ог Of 
MT n à E m 2 
Ze D Se Ñ же a 7 
MN. | кь п ме 
5 i B — Au 
MX, Ki Ti H 


Done les cosinus directeurs de MT relativement aux axes Od, Oe, Of, 
sont : 


A 
à, ir = ' 


et l'équation du plan dOg est: 


Cette équalion a un sens, саг: 


Cu — B» зё о. 


| 
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Nous supposons, en effet, que la surface est gauche et non développable 
(83, chap. и, He partie). 
Si 4 désigne l'angle de Oy avec la trace Oz, on a donc: 


D'autre part, soient M, un point quelconque et l, une courbe quelconque 
de S passant par M, ; on a en vertu de formules démontrées (11° partie, 
chap. n, $3): 


(Cu — В») ds? = (Cu, — Bud di, 
Has? = Н? 
Donc : 
n s 
Cu — Bv ` K, 
K étant une quantité indépendante de la position de M sur D. Enfin, 
si P est le point central de D, on a vu que: 


A 


МР = 
Donc: 


p= PM = Â, 


et, par suite, on trouve la formule suivante, due à Chasles : 
cot y = К.р. 


Cette formule montre que, si p varie de — œ à + > , le plan tangent 
tourne toujours dans le même sens et vient se confondre successivement 
avec tous les plans passant par la droite D. Nous retrouvons que pour 
р infini le plan tangent est parallèle au plan des 27у, el que pour p = o 
le plan tangent est parallèle au plan des zœ. 

La quantité K porte le nom de paramètre de distribution de la surface 
relatif à la génératrice D. 

Remarque. = Le tableau des neuf cosinus, que nous avons formé 
dans la démonstration précédente, montre que: 


M T 
Bt og tj 
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c'est-à-dire, avec notre notation habituelle : 


A? + 12 — (1 — 2?) Bo. 
§ 4. — Expression d'un élément d'arc de la surface 


Considérons la courbe définie par l'équation (/7. 28): 
u = ç (8). 


Nous allons calculer la différentielle ds, de l'abscisse curviligne (s,) 
d'un point M,, situé sur la courbe. 


Ето, 28. 


Première méthode. — Les coordonnées cartésiennes z, y, z du point M, 
sont données par: 


т=®--ач 3 = yb, = z, => + cu. 


De là on tire : 

dx, = dœ + uda + adu, 
` dy, = dy + udb + bdu, 
| dz, = dz + ude + edu, 

et, par suite: 


ds? = ds? + v? H?ds* + 2uXdadz + 2duXada + du? ; 


mais : 
Edadx = Ads, — Xadr —)ds; 
donc : 
ds? = (1 + 2Au + Hu?) ds?  2iduds + dut. 
Deuxième méthode. — Les formules relatives au déplacement du 
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segment MM, donnent : 
2 
LE du + ds d lds? 

H 


A = CHA) y 113 


ds? Tan 
Portant ces expressions dans : 
I? + A3 = (1 — 32) Н}, 


on trouve immédiatement : 


ds? = (du + ds)? + B MLA ай, 


c'est-à-dire : 
ds? = (du + hds)? + (1 — 2? + 2Au + Hu?) dei. 


Cette formule est évidemment équivalente à la formule déjà trouvée. 
Supposons, par exemple, que la courbe donnée soit une ligne coor- 
donnée : 
AC. 
Alors : 
ds? = (1 + Ам + Hu’) аз. 


Remarque. — Nous prendrons comme direction positive de la courbe : 
u = $ (s), 


le sens dans lequel se déplace M,, quand le point M se déplace dans le 
sens positif de la directrice. Alors on aura : 


de, _ 
ds 
$ 5. — Courbure et Lorsion d'une courbe tracée sur la surface 
Soit: 
(1) u =+? (s) 


l'équation d'une courbe tracée sur S (fig. 29); proposons-nous de calculer la 
courbure et la torsion en un point quelconque Му. Nous supposerons toujours 
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la surface définie par ses équations intrinsèques. Le calcul précédent fait 
connaitre ds, : 
ids, = ойх, 


r 


Fio. 29. 


Ceci posé, considérons le tableau des cinq formules relatives au déplace- 
ment du segment MM, ` 


(0 du = хаз = 

A A 
(II) u= ii, === ITEM 
(III) 1,02, = 142, 
(IV) H,ds, = Hds, 
(Y) Ads), = Mp, 


Les quatre premières formules font connaitre l, Hj, À, et Au, 


Enfin, la formule (V), si on se reporte à l'expression de A (III° partie, chap. ir, | 
8 4), devient: 


3 dA, dt 
$ (2) 1 — 32, Ur ds, — А, ds E Hz, £ EE Al == d 
et fait connaitre R: 
Я и. 
(2) Ri = (s). 
L'équation : 
e d _ 
(3) | hu А, 


conséquence immédiate de la définition de A, fait connaître le rapport ei 
D'autre part : ? 
(4) yl + v =1 =Â 334. 
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Donc on pourra déterminer les trois quantités шу, v Dr, au moyen des 
équations (2), (3), (4). 

П résulte du choix du sens positif des arcs que À, a une valeur unique; 
quant à ру et w, ils ne sont déterminés qu'en valeur numérique, résultat 
facile à prévoir. 

Reste à calculer la torsion T,. À cet effet, remarquons que les équations : 

(5) Сш = Bi = 1, 
(6) Bun + Сү» == Ain, 


permettent maintenant de calculer B, et Cj. On pourra donc déterminer T 
au moyen des équations: 


, 


d dg | À 
c = B, B= ar 


qui sont fondamentales dans cette théorie. 
Connaissant l'équation (1) de la courbe donnée Гү, on sait donc calculer, 


en chaque point M, de cette courbe, les huit quantités Au, ui, v4, Aq, By, Ca, 
B»... 


$ 6. — Application à un probléme de M. Bertrand 


Proposons-nous d'appliquer les formules précédentes au probléme classique 
suivant : 


РвовгЁмк. = Chercher s'il existe une courbe gauche Г, dont les normales 
principales soient aussi normales principales d'une autre courbe Гү. 


Soit S la surface réglée, formée par les normales principales de Г. Les 
équalions intrinsèques de S sont : A 


\ = 0, pm 1, v = 0. 
Tout revient à chercher s'il existe sur S, une courbe Гү: 
(T) u= e (s), 
telle qu'en chaque point M, (u, s) correspondant au point M (o, sj on ай: 
À, = 0, v = o. 


Pour résoudre cette question, il suffit, d'après ce qui précède, d'exprimer 
que les équations qui déterminent À, et v, sont satisfaites quand on y sup- 


pose: 
Az 0, v = o. 
On obtient ainsi : 
(4) и = 0, 
(2) 62 (dA, = All = IdA =Â Adl. 


La première montre que Г; a une équalion de la forme : 
YU = CH; 


L 


L'équation (2) fournit la condilion nécessaire et suffisante, à laquelle est 
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assujettie la courbe Г, pourvu qu'on remplace l, A, et o par leurs valeurs 
en fonction des éléments de Г. Ce dernier calcul peut être dirigé ainsi. 
Remarquons que : м. 
w2H2, = Wm. 


D'autre part, l'identité générale ; 


12 4 А2 = (4 — 42) Н2("): 
donne ici : 
H= [2 => A2, LAS = n? + A. 


L'équation (2) équivaut donc à : 
LAA, — Adl, — IdA — АЙ 


Ena muU 
c'est-à-dire : 


I 
= +a 
I A 
A, tel a zz C. 
А 
ou encore : 
I _ 1-4 вА 
uH?+ À  A—al 
ou enfin : 


а-и ( + aA) = o. 


Mais si on tient compte des équalions intrinsèques de S, on trouve: 


RS uM WEN - Ac er LAS VEIT 
ur hr Lab ME S rm 


La condition cherchée prend donc la forme : 


Il faut donc et il suffit que la courbure et la torsion soient liées par une 
relation linéaire à coefficients constants E, n : 


PI 
кет 


Si cette condition est satisfaite, l'équation de Г, est : * 


= 


(*) Cette identité, que nous avons déjà rencontrée, est une conséquence immé- 
diate de l'identité de Lagrange 


(Са = Bv)? + (Gv + Ba}? = (B? -+ C3) (ut + vi). 


= + 


CHAPITRE II 


SURFACES DÉVELOPPABLES 


$ 1. — Préliminaires 


` Considérons une surface réglée ayant pour directrice la courbe Г et 
engendrée раг la droite MD (Afg. 30). Soient : 
Les fil, ви, v=hk(s), 


les équations intrinséques de cette surface. Nous supposerons dans la 


Fio. 30. 


suite que cette surface est développable. En chaque point M de Г, on a 
donc, en conservant nos notations habituelles : 


By — Cu — o. 
Proposons-nous de chercher l'aréte de rebroussement de cette surface. 
Soient: 
(rs) u= < (s), 


l'équation d'une courbe Г,, tracée sur la surface, et M, le point de cette 


www.rcin.org.pl 


92 CHAPITRE II 


courbe situé sur D. Tout revient à déterminer z de manière que la tan- 
gente M, T, à la courbe Г, soit confondue avec MD. 
La condition nécessaire et suffisante pour que M,T, se confonde avec 
MD est: 
А, = 0. 


En effet, cette condition est évidemment nécessaire; démontrons 
qu'elle est suffisante. Si À, est nul, l'identité: 


A + Bun — Cu = IW, (1 — 33), 
donne : 
X, = SEA, 


Donc en chaque point M, de Г 1а tangente est dirigée suivant M,D. 
Ceci posé, la formule fondamentale: 


2 тат 
п, m 


appliquée au segment ММ, , donne : 


DEE. Se X ¿A "> A 
2 = 22 1 Leet LS a 7 EWL, 


Telle est l'équation de l'aréte de rebroussement. 


$ 2. — Développées d'une courbe gauche 


On appelle développée d'une courbe gauche P une courbe Г, dont 
les tangentes sont des normales de la courbe Г. Pour déterminer les 
développées de Г nous sommes donc conduits à résoudre le probléme 
suivant : 

Prouzème. — Construire une développable passant par la courbe Г 
et dont les génératrices soient normales à Г. 

Les équations intrinséques de la surface sont de la forme (Ag. 31): 


(1) à =o, ER (s), n= h (s), 
avec : 
(2) Ву — Cu = o, u? + v! — 1, 


Les équations (2) vont nous permettre de calculer u et v. 
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En effet, si à ces équations on adjoint l'identité : 
AX + Bu + Cv = o, ou: Bu + Cv = o, 


N 


Fio. 34. 


on voit immédiatement que la premiére équation (2) se décompose en 
deux : 


B == o, C 
c'est-à-dire : 
Lan kg dv ms 
(3) Түр? SUR 
Posons : 
p = С08 $, v = sin ЕД 


Alors on voit que les deux équations (3) se réduisent à une: 


= ou bien: ? =f ï +w 

H у a done une infinité de développables satisfaisant à la question. 
Ces développables forment une famille à un paramètre c. 

Ainsi, la courbe Г a une infinité de développées, à savoir les агбіеѕ 
de rebroussement des développables, que nous venons de trouver. 

Soit Г, l'aréle de rebroussement de la développable, définie раг: 


n" ds 
Tas DT + Po- 


Cherchons l'équation de Г,. П suffit d'appliquer la formule du (3 1): 


A 


"= EL ETS 
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qui donne ici : 


Soit M, le point de contact de la génératrice MD avec la courbe Г, 
On voit que M, se trouve sur l'axe du cercle osculateur en M à la 
courbe Г. Les développées de Г se trouvent donc sur la surface X, lieu 
des axes des cercles osculateurs de la courbe Г. 

Remanqur. — La surface X est développable, car Гахе du cercle 
osculateur est précisément la caractéristique du plan normal; il est aisé 
de vérifier ce fait. On peut donc dire que X est l'enveloppe des plans 
normaux. 

Supposons, en particulier, que la courbe Г soit plane. Dans ce cas, la 
torsion est nulle en chaque point et, par suite: 


$ = Ctm у. 


La surface X est alors un cylindre, ayant ses génératrices perpendi- 
culaires au plan de Г. La directrice de ce cylindre est la développée 
plane de la courbe Г. 


$ 3. = Développantes d'une courbe 


Choisissons sur la courbe Г, un sens positif et une origine o quel- 
conques. Puis, sur la tangente en M, portons en sens inverse de la direc- 


Fr, 32. 
tion de la tangente une longueur égale à l'arc OM (Ag. 32), de sorte que: 
М,М = — #, ou: MM, = 4. 


Le lieu D des points M est dit une développante de Гү. 

П y a évidemment une infinité (simple) de développantes, car on peut 
choisir arbitrairement l'origine o. Ceci posé, démontrons que T, est 
une développée de la courbe Г. 
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Appliquons à cet effet la formule : 
du = Ads, = Adr 
au segment MM,. = On a ici : 


: Aj zm, =з 
donc : 
X = g; 


Ainsi MM, est normal à Г, ce que nous voulions démontrer. 

Remarque. — Les problèmes qui précèdent donnent naissance à la 
question suivante : 

Les normales principales d'une courbe Г peuvent-elles former une 
surface développable? Nous allons voir que non, à moins que la courbe Г 
ne soit plane. En effet, les équations intrinséques de la surface sont : 


dean: pet, v= 0; 


Pour qu'elle soit développable, il faut et il suflit que : 


Cu — B» = o, ou: eg 
Or: 
uc 
EIC 


il faut donc et il suffit que la torsion soit nulle en chaque point, c'est-à- 
dire que Г soit plane. 


& 4. -— Surface enveloppe des plans rectifiants d'une courbe 


Proposons-nous de irouver une développable X passant par Г et 
admettant cette courbe comme ligne géodésique. 
Les équations intrinsèques de la surface sont de la рй: 


(1) À =з f (s), u = 0, v = h (s), 
avec 
(3) Bu — Cu = 0, X Let, 


Les équations (2) déterminent À et v; en effet, la première donne: 


1, A 
В = о, оц: a ctgtp-e 
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Le système (2) devient donc: 
3 A Tan 7528 3i 4 v —1 
! RTT= A v = 1. 
Ces équations définissent, dans le plan TMN, (Ag. 33), qu'on appelle 


le plan rectifiant au point M, une droite déterminée D ; cette droite est 
la génératrice de E. 


Fro, 33. 


Remarquons que le plan tangent à X suivant la génératrice MD est 
précisément le plan rectifiant (car ce plan tangent doit contenir MT 
et MD). On peut donc dire que: 

La surface X est l'enveloppe des plans rectifiants de la courbe Г. 

Les équations (3) définissent la caractéristique du plan rectifiant 
en M. 


Cas particulier. — Supposons la courbe V choisie de manière que: 
R n 
= C" 
I 
Alors: 
x= G Ys, 


La génératrice D fait un angle constant avec la courbe Г. D'ailleurs, 
les formules qui définissent A, B, C, montrent que : 


A =o, B = o, C = ó, d'où: H = o. 


Donc (ls partie, chap. и, $ 3) la surface X est un cylindre. On 
obtient par suite le théorème suivant. dà à M. Bertrand: 


1 
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Si le rapport des deux courbures d'une courbe gauche est constant, 
cette courbe est une hélice tracée sur un cylindre quelconque. 
Nous avons déjà vu que, si 


m= CM, Ti Een 
le cylindre est de révolution. 


$5. = Calcul des éléments d'une courbe tracée 
sur une surface développable 


Prenons pour directrice l'aréte de rebroussement Г de la surface 
développable X, et soit donuée l'équation : 


м = Ф ($) 


d'une courbe Г, tracée sur la surface. 


N 


Soient, comme d'habitude ‘fy. 3% : 

M, un point de Г; s, son abscisse eurviligas ; 

M,, le point correspondant de С, ; s,, son abseisse curviligno; 

MT, MN,, MN,, les axes de Serret relatifs au point M: 

M,T,, la direction de la tange ite an point M, de la courbe P,; 

6,, la valeur algébrique de l'angle qui a pour côté origine M. T et pour 
autre côté M,T, (!). 

(!) Cette valeur algébrique est bien définie, puisque M.T. est dans le plan TMN, et 


que l'orientation de ce plan est déterminée par MN. 
APPLICATIONS GÉOMÉTRIQUES. 1 


www.rcin.org.pl 


Ж. RE mg, wm, E 


98 CHAPITRE II 


1° Calcul de ds, et de 9,. — Les deux premières formules relatives à 
la variation d'un segment, appliquées au segment MM, (V. HI, chap. и, 
£2) donnent : 

du = ds, cos 0, — ds, 


uda = ds, cos +. 


Mais il faut remarquer que М, Т, est située dans le plan TMN, et que 
la dérivée géométrique du segment directeur Od de la droite MT a sa 
ligne d'application parallèle à MN, ; donc 


cos s, = sin 0,. 
Les formules précédentes deviennent 


Í ds, cos 6, = du + ds, | 


\ ў - 
(1) Í ds, sin 0, = uda, | 
De là on tire 
2 
ds, = (du + ds? + m dei, 


et, par suite 


ds 1 
7 = + VÉ + (и + 1)3 = о, 


en supposant le sens positif de Г, correspondant à celui de Г. 
Les formules (1) déterminent alors 0,. 


* 
90 Calcul de la courbure et de la torsion. — Par le point M, menons dans le 
plan tangent la demi-droite M, To, telle que : 


tS - 
M(T,, MT, = + EN 
et soit 4, la valeur algébrique de l'angle qui a pour côté origine MT, et pour 
autre côté la normale principale en M, de la courbe Гү. Cette valeur est bien 
déterminée, puisque l'orientation du plan normal en M, à la courbe Г, est 
définie par la demi-droite M,T,. 

Calculons d'abord 3,,u,,v,, en fonctions de 8, et 44. А cet effet, remarquons 
que la projection du segment Od sur МТ a pour valeur (— sin 0) ; donc 


p, = = sin 0, cos 44, 
v; = = sind, cos (и n s)= sin 0, sin 4,, 


d'ailleurs 
Au = cos 0,. 


Appliquons la formule (V) 
Ads? = 5,49, 
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au mouvement du segment MM,. On a vu Dis partie, chap. u, 84) que 


=" xv Н BLU NS TR 
а= — пат Ее ғ 
Or, par définition, 
mc Фе 
Е = Rs! 
done 
sin 4, 1 ! 


A = 5 bl » —— s d 
k R; > sin 6, Roi? 
mais on vient de voir que 
A A u 
ds, sin 0, = ude, — ou: = sin 0, = =; 


Rm ? 
par suite; 


, siny 11 


В, Rou 
el la formule (V) donne alors 
9) Sg "og: E 
essor AT ARS 
D'autre part, l'équation : 
dà. 
e Ll 
A з ds, R, 


donne: 


vos y eA d, + A 3 
R, => ds, sin 0, 3 


mais de la définition de A, résulte immédiatement que 


A, = Н, sin б, 

donc : 
А cos 44 _ dh EHE +). 
t Bj da "d  œ\R * ds 


Comme les équations (1; font connaître 0, et œ, les formules (2) et (3) per- 
mettent de calculer BR, et An, 


Enfin, la torsion est donnée par l'équation : 
sin20, — Au 


dy id 
һ = бич = Boum и 1 E UNDE 


que l'on obtient en remplaçant dans I, les B, et C, par leu тз valeurs. Cette 
équation se simplifie ainsi : 


(4) T+ TR m sin 78 cotf, = o, 
de Т R, 
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$6. — Application d'une surface développable sur un plan 


Nous allons maintenant étudier la correspondance remarquable qui 
existe entre les points de X et ceux d'un plan, correspondance qui four- 
nit une représentation plane des figures tracées sur X. 

Soit: 


la courbure de l'arête de rebroussement au point M, et soit (y) une 
courbe tracée dans le plan des wy et telle qu'en chaque point m la cour- 
bure soit une fonction de l'abeisse curviligne (s) de ce point, précisé- 
ment égale à $ (s). Nous avons vu en géométrie plane que la forme de 
cette courbe (Г) est complètement déterminée. 

Ceci posé, à chaque point M de Г nous ferons correspondre le point > 
de (y) ayant méme abscisse curviligne, et nous prendrons pour direc- 
lion positive de (y) la direction correspondante à celle de Г, c'est-à-dire 
la direction dans laquelle se déplace le poiut » quand le point M se 
meut dans le sens positif. Détinissons maintenant le point du plan qui 
correspond à un point quelconque de la surface. 

Sur la tangente en m à la courbe (y), prenons un segment mm, de 
valeur algébrique égale à v. Les quantités м et s seront dites pour un 
instant les coordonnées non cartésiennes du point 22, dans le plan. A 
chaque point M de la surface ayant pour coordonnées superficielles (s, м), 
faisons correspondre dans le plan le point dont les coordonnées non car- 


tésiennes sont s et v. À chaque point de la surface correspond ainsi un 
point bien déterminé du plan. Il est clair que la réciproque n'est pas 
exacte: un point du plan d'où l'on peut mener p tangentes à la courbe | y) 
est le correspondant de p points de la surface. Nous allons voir maii- 
tenant les propriétés de cette représentation de la surface sur le plan. 
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1° Angle de deur tangentes de la courbe (y). — Soient (fg. 35) : 
ix, la direction de la tangente menée à la courbe (y) par l'origine des 
ares; 
mt, la direction de la tangente menée à la courbe (y) par le point quel- 
conque m; | 


s = ix, mt, le symbole du deuxième membre représente, suivant 
l'usage, la valeur algébrique d'un are de cercle trigonométrique et non 
un angle évalué en degrés, minutes, secondes. 

Par hypothèse, la courbure en m : 


E 
Il 
c 
Š 


D'autre part, soit Ï l'origine des aics de Г; nous prendrons, comme 
d'habitude, pour origine des arcs de l'indicatrice sphérique le point 
correspondant à Ï, de sorte que les quantités que nous avons appelées 
s et с S'annulent en même temps. 

Ceci posé, on a aussi: 


donc : 
da == de, s = z + k, k = C", 
Supposons le point M en 1; il en résulte: 
g= 0, 
mais alors le point n, correspondant de M, se trouve en ë et on а: 
c=. 02 


donc la constante А est nulle, et dans tous les саз: 


9° Conservation des angles et des arcs. — Soient: m,, un point du plan | 
de coordonnées (s, w) ; (c), une courbe passant par ce point (fg. 35); 
m, !,, 1а direction de la tangente en ce point; 


0, = ml,mil,. 
s, l'abscisse curviligne de m,. 
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Les formules relatives à la variation d'un segment donnent : 


| du = ds, cos 0, — ds, ds, cos 0, = du + ds, 
(ә 


| uda = ds, sin Du, | ds, sin f, = uds, 


D'autre part, considérons le point M,(s, м) de la surface. Soient: C, 
la courbe qui a pour développement la courbe (c) ; S,, l'abscisse curvi- 
ligne de M,; M,T,, la direction de la tangente en ce point, et : 


а, “ 
ө,= MT, MIT. 


On a trouvé ($ 5) : 


dS, cos Ө, = du + ds = ds, cos 6,. 
dS, sin Ө, = uds = ds, sin 0,. 


Choisissons les directions positives des deux courbes C et c, de ma- 
nière qu'elles correspondent à celle de l'aréte de rebroussement; alors 
«S, et ds, sont de méme signe et, par suite: 


(3) | 5, = 274 
| e, = 0,, 
à un multiple de 2z près. 
Il résulte de là que la représentation précédente conserve les longueurs 
des arcs et les grandeurs des angles. 


= 
3° Lignes géodésiques. — 0 Courbure géodésique. — Calculons la 


і À / 
courbure D au point mu de la courbe (c). On а: 


\_ds d, 
e ds, ? TT 
ds, 
ou en posant (w =r ) : 
1 1 (1 Ei, 
А m AH ds 


Or, en égalant deux expressions de la quantité Au, correspondant au 
point M, de la courbe C, on à trouvé (s 3) : 


=a K „(Б^ . sn). 
R SC? 
Donc : 
I [MILI , 
A] HET LIA d 
4) e it, 
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Il résulte de là que les lignes géodésiques de la surface, caractérisées par 

l'équation : 
cos 4, = o, 
ont pour développement des lignes droites. 

La formule (4) conduit à une autre conséquence importante. 

Supposons que l'on déforme la surface donnée, de manière que : 1° elle 
reste développable ; 29 que l'arête de rebroussement conserve la même 
courbure en chaque point. Il est clair que le développement de la surface 
sur le plan n'est pas alléré. Ceci posé, suivons les transformations de la 
courbe C ; en un point M, de C, l'expression Е étant constamment égale 

[ 
à la courbure au point mj est une expression invariante. Ou lui a donné le 
nom de courbure géodésique de la courbe C au point M,. 
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CINQUIÈME PARTIE 


PROPRIÉTÉS MÉTRIQUES DES SURFACES COURBES 


CHAPITRE I 


NOTIONS PRÉLIMINAIRES 


$1. — Différentielle d'un arc de courbe tracé sur une surface 


Considérons sur la surface S délinie par les équations : 


up) ES JURA y = g (u, t), z= h (u, e), 
) ) ) 
un point М w, v) et une courbe C passant par ce point. Soient: 
(2) Wu = v (t), v = (9), 


les équations de la courbe C, et supposons que le point M corresponde 
à la valeur (^ de la variable indépendante. Soit s l'abscisse curviligne 


du point M; nous nous proposons de calculer la différentielle ds, 
On a vu que: 


i3) ds? — dæ? -+ dy? + dai, 
Or: 
Ww dr 
da = sy d р de, 
| dy dy 
(4) i dy = Su du + s de, 
dz az 
ds = Ju du T 55 4%: 
donc: 
(1) ds? = Каи? - 2 Fdude + Саг, 
avec: 
(ES pí роу. су (ү. 
(5) É = X) ! = du Ae e= 5 (= 
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Remarquons que les fonctions E, F, G, de u, v, ne dépendent que du 
point M et non de la courbe C passant par ce point. Si la surface S est 
réelle (ce que nous supposerons toujours dans la suite), les quantités E 
et G sont essentiellement positives. 

Cas particulier. — Soient MU et MY les directions positives des lignes 
coordonnées U et V, qui passent par M (p. 18). Nous supposerons ces 
directions choisies de manière que MU corresponde aux и croissants et 
MV aux v croissants. Désignons respectivement par s, et s, les abscisses 
de M sur les lignes coordonnées U et V. La formule (1) donne: 


dsi Edu?, ds? = баб, 
donc, si on a égard au sens positif des lignes U et V, 
16 ds, =+ V Edu, ds, = + бае. 


Rewarque 1. — Placons respectivement sur les tangentes MU et 
MV et sur la tangente MT à la courbe C les segments: 


MP; = gë MP dh. MP — ds. 


Les projections de ces segments sur les axes Ox, Oy, Os, sont 
(Rem., p. 51; indiquées par le tableau suivant : 


MP : dx dy dz, 
Aus à T 
“а DI DÉI 

МР: — du du — du, 
! der du du 
dx dy dz 

MP,: — de => de — dv. 
° dv do do 


Les formules (4) montrent donc que: 
« Le segment MP est la résultante des segments MP, et MP,. > 
Cette remarque est très souvent utile dans la pratique. On en déduit: 


(1) ds? — ds? + ds} + 2 ds ds, cost, 


6 désignant l'angle des directions MU et MV. 
Si on remplace dans (1) ds, et ds, par leurs valeurs (6), el si on com- 
pare le résultat obtenu à la formule (1), on trouve : 


"C — We ët Í VES= X, 
+ VEG VEG 
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En particulier : 
« Pour que les lignes coordonnées soient orthogonales, il faut et il 


« suffit que l'on ait en chaque point de la surface : 


F = o. 


Ce résultat est aussi une conséquence de l'expression (5) de І“. 
Exemple. — la surface S est de révolution. 

Prenons l'axe de révolution pour axe des z. 

Soient (fg. 36 : 


Fio. 36 


V, la méridienne située dans le plan méridien 202; 

и, Гарѕеіѕве curviligne d'un point M; 

v, l'angle de Oz avec Oz,. 

П est clair que l'on peut prendre и el v pour les coordonnées super- 
ficielles du point M. Les lignes coordonnées sont alors les méridiens et 
les paralléles. Supposons la méridienne définie par l'équation : 


r = $ (u), 
où 7 est le rayon du parallèle de M. Alors: 
ds, — du, ds, = rdc; 
par suite, la formule (I) devient : 
dei = du? + dot = du? + 3? (u) dei. 
Remarque H. = La forme différentielle à deux variables и et v : 
dat + dy? + dz? sdu? + 2Fdude + Gde?, 
jouit d'une propriété d'invariance que nous allons signaler. Supposons 


qu'on déplace la surface S d'une manière quelconque dans l'espace 
(sans altérer, bien entendu, les coordonnées superficielles и, v), et qu'on 
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l'amène par exemple en S,. Les équations de S, ont la forme: 


X = a + 24 + ау + 252, & = fu, e), 
Y—B8+ Bæ + Ba + 55; ой: y = g (tt, v), 
Z tT nn + Үзу + Y, 5 = h (u, v), 


les coefficients (ж, бу, үг! satisfaisant aux conditions d'orthogonalité, 
Ceci posé, on voit immédiatement que: 


dX? + dY? + 47/3 = dae? + dy? + dz? = Edu? + 2Fdude + Gde?, 


On peut donc dire que les fonctions E, I, G, restent invariantes 
quand on déplace la surface S. Nous verrons plus loin d'autres fonctions 
jouissant d'une propriété analogue. 


$ 2. — Paramètres directeurs superficiels d'une tangente 


Définition analytique. — Soient M (u, v) un point quelconque de la 
surface et MT une langente de cosinus directeurs l, m, n: 


(1) Ë + м? + n? : 1. 


L'équation du plan tangent montre que: 


l m n 
dx dy dz 
(2 du due du = 0, 
dx dy M 
de do dy 


Donc, à une tangente quelconque MT, issue du point M, corres- 
pondent deux nombres 2 et u tels que: 


. № dx 
ї= +u 
| du "Ww 

A] ^ 

UJ оу 
3) t m Az = 
\ du T Ae 
| . dë àz 

п = À 
du ` dp 
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En vertu de la relation (1), ces nombres satisfont à l'équation : 
(4) EX + 2E». + Gu? — 1, 


La réciproque est évidente : si) etu sont deux nombres quelconques, 
liés par la relation 4), les formules (3) définissent les cosinus directeurs 
l, m, n, d'une tangente déterminée MT. Les deux nombres 2 et u, qui 
caractérisent la position de MT, seront appelés les paramètres directeurs 
superficiels de cette tangente. 

l'our justifier cette ДЕ ийан, il ius montrer que les paramètres 
de la tangente MT ne varient pas, quand on déplace la surface 5 
(Rem. II, p. 107) d'une manière quelconque dans l'espace. Ceci résulte 
immédiatement de la proposition suivante: 

« THÉORÈME. — Soient : 

« C, l'une quelconque des courbes de la surface tangentes en M à MT! 

«s, l'abscisse curviligne du point M sur cette courbe; 

«аи, dv, ds, les différentielles de v, v, s, qui correspondent au dépla- 
cement du point M sur la courbe C. 

« Ceci posé, on a: 

du 
d o: ds — 


Cette proposition, qui fournit une propriété commune à toutes les 
courbes de la surface passant par M et tangentes à MT, s'établit ainsi. 
Опа: 


dr dx du de dr. 


es cd. 
ds du ds de ds’ 
d'autre part: 
l N dr 
= <= A Tu 
du + dr 


donc : 


de même: 


Puisque les trois déterminants fonctionnels de œ, y, z, ne sont pas 
tous nuls (p. 17) au point quelconque M, les relations précédentes 
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exigent: 


| di ds P 
Paramètres directeurs de MU et MV. — L'application du théorème 


précédent et des formules (6) du paragraphe précédent donne, pour les 
paramètres directeurs (superficiels) de MU, : 


. du 1 
ә) ly; = > = —— k = 0; 
ds, + VE 
de même, ceux de MV sont: 
š E 1 
^ ` Hs = = 
- + VG 


š l Am ? 1 dy 1 КЕ 
(MU) a : =" =! b P ees ran à rac A rn. 
TVE “чш + VE du HVE du 
` Š 1 M d 1 dy e I az 
(MY а = = x L T s DAR TIC =T 
+ vG dp +G X + vG дь 

Cosinus directeurs de la normale à la surface. — Choisissons 


sur la normale en M à la surface la direction MW, telle que le trièdre 
MU MY MW ait la disposition directe. Les cosinus directeurs a, 5, c, 
de MW sont alors tels que: 


a b c 
, ' 

D zie b c |> ó 
aU dd oua 


En élevant au carré ce déterminant, on (rouve immédiatement : 


D? = sin? 6; 
done ($ 1) : 
MEG — F? 
+VEG 


D'autre part, si A, B, C, désignent les mineurs de D, relatifs à 
a, 0, c, il est clair que: 


D = sin 5 = 


WT ST а? + 02 + с? 1 1 
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donc: 
= Ebu E Fr Le ne. 
Т sind | sint ^. sinh 


Si on remplace o, b’, c', a^, b”, c", par leurs valeurs trouvées, on 
obtient : 


туа du du dest du du au Us du du 
ajy Ze aj 3€ 2 | дуд ж à 
dp do dp Ww dp Ww 
A = EG — Fi. 
Représentation géométrique des paramètres de MT. — Soient « et 8 


les composantes du segment directeur de MT suivant MU et MV, c'est- 
à-dire les paramétres directeurs ordinaires de la tangente MT, quand 
on prend comme axes MU et MV (fg. 37). 


w 


Fio, 37. 

Soit aussi s l'abscisse curviligne de M sur une courbe C passant par 
M et tangente à MT. On a vu que les composantes du segment ds sui- 
vant MU et MV sont respectivement : 

ds, = 4+ VEdu, а, = + VGde ; 


donc : 


et, par suite, 
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Ces formules donnent une interprétation. géométrique simple des 
paramètres X ct p. 

Conditions d'orthogonalité de deux tangentes MT et MT'. — Soient : 

x, B, les paramètres directeurs de MT dans le plan МОУ; 

ero fte » MT" » 

La condition d'orthogonalité est : 


(x -+ B cosh) a j+ ix cosh + B 8 0. 


Introduisons dans cette condition les paramètres directeurs super- 
ficiels des tangentes : 
x = à VE; a = X VE, 
n: JE 
B= u VG, В = VG, 


el tenons compte de : 


cos 0 = == ` 


nous trouvons la forme simple : 
(E). + Fu) X + (F). + Gu) у = o, 
c'est-à-dire : 


АР 2 CX 55 TU 
I E x + + x = 0, q = EX + ЗЕ + Gg’. 
e^ 


e 
D 


Condition pour que quatre tangentes MT, MT’, MT", MT”, forment un 
faisceau harmonique. — Soient (X, ші (X, u^ les paramètres superficiels 
des deux tangentes MT et MT' et supposons ceux des deux autres tan- 
gentes définis par : 


f (k u) = AAT E 2B; + Cu? v, 
E)? + ab: u. + Gu? — 1, 


Les paramètres à, u, X, u', sont liés aux paramètres ordinaires par : 


x в 
А = m t EE. 
+ VE + VG 

a в’ 


+ VE : +v G 


d'autre part, les paramètres ordinaires de MT”, MT”, satisfont à l'équa- 
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tion : 
g ix, B) = о, 


: , x 
où g (x, B) est се que devient f (À, u) quand on remplace 3 et v. par == — 


-VE 
g (z, B) = / (>, u). 


Cette identité montre immédiatement que : 
l 


BE + ‚% M „ Y 


= 01 
d 


Or, la condition pour que MT et MT' soient conjugués par rapport à 
MT” et MT" est : 


xÇ +B y =0; 


donc la condition cherchée est : 


, M + Va 
| À > + v Su = 0. 
c'est-à-dire : 
(m (Ax + By) X + (Bi 4- Ca) ш = o 


La condition d'orthogonalité, obtenue précédemment, exprime au 
fond que les deux tangentes MT et MT" sont conjuguées par rapport aux 
tangentes isotropes issues de M. 

Cosinus et sinus de l'angle de deux tangentes MT, МТ", — Conser- 
vons les notations précédentes et désignons par 9 l'angle qui a pour 
cóté origine MT et pour deuxième côté MT” : 


ç = MT, MT 


La géométrie analytique élémentaire apprend que : 


cos 9 = хх | 68 -+ (ab -+ 8х) cos 6, 


sin ф = (al — Bal sin 0; 


donc, en passant aux paramètres superficiels, on obtient : 


cos 9 = (Eà + Fu) X + (F) + Gg) p’, 
(ш, : SS 
sin 9 = + VA än — 23^). 


APPLICATIONS GÉOMÉTRIQUES. $ 
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En particulier, supposons ` 


r 5 
alors : 
[Ex + Fu A de Fi + Gu) w = o, 
Sc : 1 
— u + ìu -—— 
+ vA 
de là on tire : 
7) + Gu. 3a + F 
IV Y ES жа | v п КА. Fu 
+ và + VA 


Ces formules nous seront utiles plus loin. 
Coefficient angulaire. — Par analogie avec la géométrie plane, nous 
appellerons coefficient angulaire superficiel de la tangente MT le rap- 


port: 


Le théorème démontré précédemment :p. 109) donne alors lieu au 


corollaire suivant : 
Corollaire : Soit C l'une quelconque des courbes de la surface tan- 


gentes en M à MT. Les différentielles du et dv, qui correspondent au 
déplacement du point M sur cette courbe, salisfont à la relation : 


Par analogie encore avec la géométrie plane, on peut aussi appeler 
coefficients de direction superficiels de MT deux nombres proportion- 
nels à À et u, Ainsi, du et dv sont des coefficients de direction de la 


tangente MT. 
$3. — Congruences de tangentes 


A chaque point M de la surface S faisons correspondre une tangente 
déterminée MT, et supposons la loi de correspondance définie par : 


ni g (tt, 0), 1) 


où m désigne le coefficient angulaire (superficiel) de AUT et z (u, v) une 
fonction donnée de u et v. L'ensemble des droites MT constitue évidem- 
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ment une congruence de droites. La surface S est une des nappes de la 
surface focale. 

Ceci posé, à chaque congruence ainsi définie correspond une famille 
de courbes remarquables. Cette famille se compose des courbes de la 
surface dont les tangentes appartiennent à la congruence. Soit : 


l'équation de l'une de ces courbes. En vertu du corollaire ($ 2, p. TU, 
on a en chaque point : 


==?" (u, v); (2) 


de l'équation (2 . 
La correspondance entre M et MT peut être définie par : 


AS pimi, u=#>(u,v), ЕА E ЗЕМ + Gu? = 1. 


Dans ce cas, les courhes. dont les tangentes appartiennent à la con- 
gruence, sont les courbes intégrales de l'équation différentielle : 


du de 


çin, 0 klot, e) 


Réseau de courbes orthogonales. — Considérons la congruence définie 
par : 


m = s uv). 


А chaque droite MT de la congruence faisons correspondre la tan- 
genle perpendiculaire MT. Га congruence des droites MT’ est définie 
par: 

- E + Fm 

FE геч 


nt 


Les familles de courbes liées à ces congruences sont définies respec- 
tivement раг: 
de = s (u. p| du = 0 


(E + F; de + (F + Go) de = n | 


Ces deux familles constituent un seu de courbes orthogonales tra- 
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cées sur la surface. Chaque courbe de l'une des familles coupe orthogo- 
nalement toutes les courbes de l'autre. 

On peut choisir arbitrairement l'une des familles du réseau; la seconde 
est alors complétement déterminée. Soit en effet : 


$ (u, t) = C" 


l'équation de la première famille. La deuxième est évidemment définie 
par l'équation (3), ой l'on suppose $ remplacée par sa valeur tirée Че: 


On remarquera en particulier les deux réseaux orthogonaux : 


| € = См, ( + =C", 
| Edu + Fe = o, | Fdu + Gd» = o. 


CHAPITRE H 


DÉFINITION DES SIX FONCTIONS 
QUI CARACTÉRISENT UNE SURFACE 
YRIÈDRE SUPPLÉMENTAIRE DU TRIÈDRE MU, MV, MW 


S 1. — Les six fonctions caractéristiques d'une surface 


On a vu (p. 108; que les fonctions E, F, G, restent invariantes quand 
on déplace la surface S d'une manière quelconque dans l'espace. D'autres 
fonctions jouissent, comme nous allons voir, de la méme propriété. 

Supposons qu'on donne à la surface S un déplacement quelconque, et 
soient (X, Y, 7) ce que deviennent après ce déplacement les coordon- 
nées ж, y, z, d'un point quelconque M de la surface. Les formules qui 
lient (X, Y, Z) à (æ, y, z) ont la forme suivante: 


z = aN + BY + v£ + To 

y xN + sY + ï + Yo» 

s =N + EY + YZ + z, 
où x, 8, ..., 9^, 1^, satisfont aux conditions d'orthogonalité. Les cosinus 
directeurs a, b, c, d'une droite MD invariablement liée au point M, se 
transforment en А, B, С, d'après la loi suivante: 


a = «А + 8B + yC, 
b = xN + SB + yC. 
e = xï A + В + ү'С. 


En particulier, nous supposerons que MD coïncide avec la normale 
MW à la surface. 
Ceci posé, formons les différentielles totales des fonctions z et а des 
variables и et v : 
dœ = adX Sdt + үй, 
da == adX + &dB + ас, 
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on obtient des expressions analogues pour dy, dz, db, de, De là, on 
déduit : 
У айл N Y 
(1) Kat айх алах. 


On peut donc dire que la forme différentielle а deux variables и, v : 


V dada — (Еи? + 3 F'dude + Сос? 


` 


reste invariante, quand on déplace 5 d'une manière quelconque, sans 
altérer, bien entendu, les coordonnées superticielles 0 et v. Ainsi: 

« Les six fonctions E, F, G, Ё, F', G', restent invariantes quand on 
« déplace la surface 5 d'une manière quelconque dans l'espace. » 

Ces six fonctions caractérisent, comme nous le verrons, la forme de 
la surface. En d'autres termes, si ces fonctions sont données, la surface 
est complètement déterminée, indépendamment de sa position dans 
l'espace. Cette proposition est fondamentale dans la théorie des surfaces. 


Remarque. — La formule de définition (1) montre que : 

E ` da Ar ` Ma 
| и dd du du id du 

da à Ae A M 
(Зу T= m VL en FL Va, 
= du do Zd M du Æ Jude 

M dx Mas 

` < <a ч М 
со pie. y 02, 

do de oM 


Ces formules, dont nous ferons beaucoup d'usage, résultent immédia- 
tement des identités : 


ч dr ` de 
Ya = j — = 0 
du éd de 
$ 2. — Lemme d'alyèbre 


Avant de démontrer le théorème fondamental, nous établirons la pro- 
position élémentaire suivante. Soient : 


dr С a b f 
р= |а ó, с Dale, "V, ci 
аз. Š, €; ds D. Es 
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deux déterminants différents de zéro. Concevons qu'on fasse le produit 
de ces deux détermiuants, en multipliant ligne par ligne, et supposons 
que, dans le déterminant produit: 1? les éléments de la diagonale princi- 
pale soient égaux à l'unité; 2° que les autres éléments soient nuls. En 
d'autres termes, soient : 


аа +W сс A, aa +b 4 сус =o, аза "Eb, + сус =o, 
(1) 4 aa', d'or, =o, aa 4-00 kee m, аза, 445, + cg, =o, 
aa 4-|- bU ce, —0, a n 4- Бес =o, аза, сс —1. 


Nous allons démontrer que: 

« Sil'on fait le produit des déterminants D et D' en multipliant co- 
« lonne par colonne, on obtient un déterminant dans lequel: 1° les 
« éléments de la diagonale principale sont tous égaux à l'unité ; 2° les 
« autres éléments sont tous nuls. » 

Ce théorème est, comme on voil, une généralisation du théorème 
relatif aux neuf cosinus d'un trièdre trirectangle. On peut le démontrer 
de la manière suivante: 

Des formules : 1. on tire: 


(3) = =w = 


chaque grande lettre désignant le mineur de l'élément représenté par 
la petite lettre correspondante. Les relations (2: donnent : 


a b c aa + bb" + cc 1 


meng == e < a i = D 


A' B C Aa ВЕ + Се D 


De même : 


Done: 

« Le rapport d'un élément quelconque de D au mineur correspondant 
« de D' est constant et égal à l'inverse de D’. » 

Ce point une fois élabli, remarquons que : 


= QA, ET 
PENRE | oe CERN 


donc: 
аа + aa, + ауа, = 1, 
ab! + ab, + aV, = o, 
ас + age", + азс = o, 
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On démontre de méme les six autres relations en question. Nous 
dirons dans la suite que le systéme d'éléments (D') est l'inverse du 
système (D). L'inverse d'un système quelconque D (à déterminant diffé- 
rent de zéro) est completement déterminé. 


$3. — Trièdre supplémentaire du trièdre MU, MV, MW 


Considérons le trièdre déjà défini . MU, MV, MW: Nous pouvons 
prendre comme coefficients de direction des arétes les éléments du 
système : 

RU JD. MW, 


MAR NTT 

l du du du EV 
e. ZS ELE 
dp do MX 


Ceci posé considérons le trièdre supplémentaire ` MU’, MV', MW) 
l'aréte MU' étant perpendiculaire à MV, et l'aréte MV' étant perpendicu- 
laire à MU. Il est clair que Гоп peut prendre pour coefficients de direc- 
tion des arêtes les éléments du système inverse (p. 119) de(1) à savoir: 


а "b.e MW, 
(2) L d Dega U MUS 
ds Š, с | MN", 


Les éléments du système (2) intervenant dans beaucoup de calculs 
relatifs à la surface S, nous allons indiquer Ја manière de les calculer. 

La droite MU se trouve dans le plan des deux droites МО’, МҮ”; on 
a donc: 


dp dy dë К, 
teurs [ = =» — |; nous obtenons ($ 2) : 
du du du)? (5 2) 


à = E; 
de méme: 


F. 


Lë 
Il 
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Ainsi: 

, де А TE À M е e 
(4) 34 = Ea, + Fay, Se = Eù + F^,, э = Ес, + Fe. 
On trouve de même: 

ETV a `a ^ dy 2 Af "e ° 
A эр = Fa, + Gas, Se = Fb, + Gb, x = Fe, + Ge,, 


Les couples (aj, 441, "Bu, 0), (сү, Ca), sont les couples adjoints des 


№ MA (ду à ds dz 
couples ( È> = Y 2 ). (73. 72), relativement à la forme: 
We] Nc de {ди w 


(Et? 4 ЭЕ + Gw?). 


APPLICATION. = Proposons-nous de calculer les dérivées de a, б, c, 
da db de 
par rapport à u et v. Une droite de coefficients de direction | g <> 
du u du du 


est évidemment parallele au plan tangent en М (u, v), donc: 


d = 
а 


M d 
= = Ay + Wu, N 


= ka, + pas, Na 


Formons la combinaison linéaire qui a pour inultiplicateurs respec- 


tifs x=. x, š ll nous obtenons : 
` eu det dee 
` — Ju du 
c'est-à-dire (p. 118): ^ 
A == ЕЁ; 
de méme: 
, = Е, 


Ainsi les dérivées par rapport à « sont définies par: 
ge T de 
(3 + E'a, + Га, = o, up Auch) b= у + E, + Ре =o, 
de même: 
y da e M e de Li , 
(7) о Еа + Сао, 5; Zur b T G5,0, 5 + F'e, + G'e, о. 


Ces formules nous seront utiles plus loin. 
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THÉORÈME FONDAMENTAL 
RELATIF AUX FONCTIONS E, F, G, E’, Е, 
RELATIONS ENTRE CES FONCTIONS 


X 1. — Formules de Gauss 


Les propositions élablies dans le chapitre précédent vont nous per- 
тейге de démontrer que la surface S, indépendamment de sa position 
dans l'espace, est completement déterminée quand on connait les six 
fonctions E, F. G, E^ 12. OG, 1 
Ce théorème fondamental résulte de formules dues à Gauss, qui per- 
metlent de calculer en chaque point de la surface S les dérivées 
secondes de 2. y, z en fonction des dérivées premieres et des fonctions | 
3, V, G, Е, E, С". Proposons-nous d'abord de trouver ces formules. 
Les équations qui définissent 2, y, z, quand on connaît E, F, G, E’, 
V". (Y. sont évidemment les suivantes : 


A AP PAPAS | 
жү] mor v ` O (vs ` 
(1) » x) "E "äs P d EL 
“ ° du e <— \ À 
My M M; 
ч! My oer DG d ENT ` ec EE 
(2) y> age Na Mia Lasa = 6" 


En différentiant les équations (1) on trouve évidemment: 


"ey dx e My = ` M My = za An M amu 
Ww! Zsu 87" Zu do ET ut 


а) У \ dr 2 \ Mr ç SI de Mr n° 
= + — == T — = n = — =H". 
e de dude ° d 


où m, n, m, n', m”, n", désignent d'après Gauss: les fonctions svi- 
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vantes : 


1 dE Рис ЧЕ РАС 

К" pug e кету AO 
(S) | ЧЕ ЧОЕ = (4 3G ep, HJ Ой 
E220 Өө = ` 2 A keim 


Pour obtenir les formules cherchées, il suffit done de résoudre les 
neuf équations (2), (3) et (4) par rapport aux dérivées du second ordre 
des fonctions 2, y, z. Cette résolution est particulièrement simple, si 
l'on utilise les deux systèmes inverses (š 3, p. 120 : 


gm 5» e | a h e 
dp dy dë 
(656 D= | dx du du | = a; A ĉi 


de M dp 


du dv de 


correspondant au triédre MU, MV, MW, et à son supplémentaire. En 
effet, combinons linéairement les équations (2), (3) et (4), en prenant 
pour multiplicateurs respectifs les quantités a, а, a4. Le lemme d'al- 
gèbre établi plus haut (p. 118) permet d'écrire immédiatement : 


| — = Ea + ma, + па,, 


— 
» 


= Fa + m'a n'a 
dude T DTE 


| Vr 
Sa = Сга + m'a, 4- n^a,. 

On calcule de même les dérivées secondes de yet z:ilsuflit de prendre 
pour multiplicateurs (5, б, bai, puis c, сү, ca). Les formules 1) et celles 
qui en dérivent par permutation sont les formules cherchées, puisque 
a, b, c, a, бу, Cis 23, Do, Ca, Ont déjà été calculées (p. LI el p. 121) en 
fonction des dérivées premières de x, y, z 

On peut donner aux formules (I une autre expression également 
avanlageuse. Considérons les couples (и, v, im, v), (w^, v^), adjoints de 
(m, n), ож, n^), (m^, n°), par rapport à la forme : 2 + 2 F£4 + Gn?), 
c'est-à-dire les couples définis par : 


Ka 4 Fy = m, Eu + Fv = m, Eu” 


(7) ! + 
| Ер + Су = л, Fu + Gv = w, Fu" + Gv =w", 
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Remplaçons dans (1) les quantités m, n, m^, n’, m^, n”, par ces valeurs 
el tenons compte des équations qui délinissent a, et a, (p. 121 : 


Ma | : du dx 
_ == Ed + uú — y ws 
| du? Р du Ap 
Ma Ба 4а de io dx 
bis í "= OR lU S T ei, 
pe) dude F À dy 
Mos ` dx 
a CA ‚© 
| = (a+ uv - <=. 
de? A АТ № 


Par Ја permutation des lettres œ, у, z, d'une part, el de (a, b, с), 
d'autre part, on obtient deux autres systèmes analogues au système (1). 
Les formules (1) et (1 Pis), équivalentes aux formules de Gauss, seront 
appelées les formules de Gauss. 


$23. = Relations entre les fonctions E, F, G, E, F', G 


Les formules précédentes vont nous conduire d'abord à cette consé- 
quence importante, à savoir: que les fonctions données Ё’, F’, С’, ne 
peuvent être choisies arbilrairement et qu'elles sont liées aux fonctions 
E, F, G, par des relations différentielles simples. La voie la plus simple 
à suivre pour obtenir ce résultat remarquable nous paraît la suivante : 
1° Éliminer les douze dérivées du troisième ordre de œ, y, z, entre les 
dix-huit équations (A) obtenues en dillérentiant par rapport à % et v les 
équations (2), (3), (4); on obtiendra ainsi trois équations distinctes (B); 
2» Éliminer les neuf dérivées du deuxième ordre de æ, y, 2, entre les 
trois équations (В) et les neuf équations 2), (3), (4); on constatera alors 
que les dérivées du premier ordre s'éliminent d'elles-mêmes et on 
tombera sur les relations cherchées. ° 

Première opération. — Comme douze des équations (A) sont certai- 
nement résolubles par rapport aux dérivées du troisième ordre {car 
D 5 o), le résultat de l'élimination indiquée se compose de six équations 
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{distinctes оц non); ce sont évidemment les suivantes : 


qj 3X 3m. oe de м эы) 

dm M oM) du Mv’ 

m | o PS. yí. e ut), 
de du ded MAP Qui du д? 


(3) de de e Ce PEA EE 
Qui №? 


(4 —— — = 0; 
de du 
^ Mm Ww ` Ме Vx Marii. 
5 qe — qe = `> = ) 
de du dut M 4 yx) 
On Mo 
(6 —— — == о 
do du 


Ces six équalions se réduisent aux trois équations (1), (2) et (3). En 
effet, les équations (4) et (6) sont identiquement vérifiées (voir les 
expressions de an, m’, n’, n°, p. 123), et l'équation (3: est équivalente à 
l'équation 3: en verlu de l'identité : 


Su x + m*)— x n + m^. 

Deuxième opération. — Eliminons maintenantles dérivées du deuxième 
ordre de z, y, z, entre les équations i B! et les neuf équations (2), 3), л, 
du paragraphe précédent. H suffit pour cela de porter dans (B) les 
expressions (zi des dérivées secondes de z, y, z, et de remplacer les 
dérivées de a, 0, с, par les valeurs obtenues plus haut (p. 191. 

La première des équations (B devient ainsi : 


dE WU E ⁄ dx Me 
— — { M + D | èr = ° — n — 
w ` An > K ^ Fay) (1 ае se 


— (Fa, + Са) (Еа = + v<) |" 
"m Zu ТЕ ШТ ТУД 
Les relations entre les systèmes inverses D et D' (2 1) donnent : 
№ de 
` И OH о 3 “т __ 
» aa, = o. m ару, 1, b» апу —0 ee etc..... 
L'équation précédente se transforme alors en celle-ci : 


dE" àP ў г м ae 
w m = (E j+ vT) = ab + G). 
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La deuxiéme équation (B) donne de méme: 


ART 
dv 


=< X = (WE 3- YF) — u'F' VC, 


[4 
Enfin, la troisième équation (B) devient : 


Aa Әт" d 8 MM: 
ce. AO. = Eet vÈ) 
— ` du dp 


c'est-à-dire : 


da N L4 
D oo `, = , - on 
— Â| — = F” — ЕО E (142 —uu") 
Ae Au л + Є e 
+ F (34s = uv" =Q.) + G iv — v), 
ou enfin : 


eer pr DE МЕ PDG 
dudo ` 2 Ae? 2 Au? 


+ E (t мш") + F (34v — uv" — vi G (v? = w^). 
On voit que la quantité (EG = F) ne dépend que de E, F, G, et de 
leurs dérivées (1). Nous verrons plus tard l'interprétation géométrique 
remarquable de cette particularité. 
En résumé, les relations entre E, F, G, E', V, G’, sont: 


"UN S = [WE + vF” — (ul + G^) 


do du 
AT dG’ = é 
| D ls, ` 
(H) | de du š d 


+ E (u — uu) 4 F (24v — uv” — va^) 4 G (v * — му"). 


$ 3. — Théorème fondamental relatif aux fonctions E, F, G, Е’, Е", G 


йү 


Soient données les six fonctions E, F, G, Е, Е", G',de (u, v), et sup- 
posons que ces six fonctions satisfassent aux conditions d'intégrabi- 


(1) Cette remarque est due à Gauss. 
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lité (T). Nous allons démontrer que la surface S, indépendamment de 
sa position daus l'espace, est completement déterminée. 
La surface Š est définie par les équations: 


UM y (s): 2T. y \ de _ F V 


MN? d 
Au (55) G. 


et les suivantes : 


Mas MT Am — Mie 
aV aC 9 Na =F a <= = G 
du? , < ` MOD d ed ` dëi q 
avec ; 
du de du dr de du dr du du dr du do 
(E = ———— b о —— NN Є 
+ VEG — Е? + VEG — 13 + VEG — Fš 


Les calculs développés précédemment montrent que l'on peut rem- 
placer ce système par les neuf équations de Gauss et par les trois 
équations (1). Un théorème de calcul intégral, que nous admettrons ici, 
nous apprend qu'il existe une surface S [dans le sens adopté (p. 17) au 
commencement de ee cours; et une seule satisfaisant à la question, si 


OG NT TIT ECT NN CAT C TIR C: 
on se donne les valeurs Nates r oa: Vor 20: sl: (5 3u 2 (S), Le ` 


A 


dy dëi e o 
(x ^ (5), de æ, y, z, et de leurs dérivées premières pour {м == ttg 


t = va, valeurs initiales assujetlies uniquement aux conditions : 


JU \ Y 
LS X = (м, (55) =) F (ug; Bal, 
u -—uM, dr 


X o» 


A tous les systèmes de valeurs initiales correspond une famille de 
surfaces S, à six paramètres, salisfaisant à la question. Tout revient à 
démontrer que ces surfaces sont identiques et ne different que par la 
position qu'elles occupent dans l'espace. 

А cet elfel, remarquons que les équations (1 bis) permettent de calcu- 
ler une quelconque des dérivées d'ordre 2 de z en fonction des dérivées 
premières. Chaque dérivée d'ordre x est évidemment, en vertu des 
formules (p. 121; qui donnent les dérivées de о, b, e, une forme linéaire 
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Fr 
(4) SR = Pa a4- Q3 Au * | = Z. 


P, Q, R étant des fonctions déterminées des fonctions données et de 
leurs dérivées. Si donc on écrit le développement en série de œ suivant 
les puissances croissantes de (4 — up) et (o — v), en groupant ensemble 


c 


dr š 
les termes en a,, ensemble les termes en (S) + enfin, ensemble les 
a 


termes en (S) * on obtient une expression de la forme : 
бло 
(5) œ = a, + Aa, + В (SZ SL +c (È 3h 


où A, B, C, désignent les sommes de séries ordonnées suivant les puis- 
sances croissantes de (и = u, et (v = v), à coefficients parfaitement 
déterminés. On démontre de méme que : 


n 
= =P Q% Ry 


Le Ye 

z i d 
= t 

puo e + DE + H — 

NA H du de 


et, par suite : 


(6) y y Ah +B (X) +c (Y). 
(7) s= =+ Ac 4 B (S), Lie ek | 


Ceci posé, les relations de condition (3; nous permettent de définir 
un trièdre birectangle particulier, à savoir le triédre T ayant pour som- 
met le point (тү, Au, Zo) et pour ses neuf cosinus : 


ИР PE tee E), =): 
o x Ry па, 
(s) 


, 1 e ' 
(0j Co: „= # (32 ' e , = T= 


Ce trièdre se déplace dans l'espace sans se déformer, quand on fait 
varier les conditions initiales, car le cosinus de l'angle des arêtes 
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obliques а une valeur constante : 
Р à A F 
а 080 + Lo + Coco = EC. 
E.G, 


Or, la surface définie par les équations (5), (6) et; 7) a pour équations, 
relativement au triédre T, les suivantes : 


(8) X = A, Y = ByE. Z = CVG. 
Done toutes les surfaces S satisfaisant à la question sont identiques 


à la surface bien déterminée (8). Ainsi se trouve démontrée la réciproque 
de la proposition établie plus haut ‘p. 118. 


APPLICATIONS GROMÉTRIQUES. 9 


CHAPITRE IV 


QUELQUES PROPRIÉTÉS INFINITÉSIMALES DES COURBES 
TRACÉES SUR UNE SURFACE 
THÉORÈME DE MEUSNIER ET D'OSSIAN BONNET 
COURBURE ET TORSION EN UN POINT D'UNE COURBE 
DE LA SURFACE. COURBURE GÉODÉSIQUE 


$ 1. — Quelques propriétés infinitésimales des courbes 
tracées sur une surface 


Nous nous occuperons, dans ce chapitre, de quelques propriétés com- 
munes aux courbes (Г) de la surface, qui passent par un méme point M 
et admettent en ce point la même tangente MT. Nous prendrons pour 
point de départ de cette étude la remarque fort simple qui va suivre. 

Soient : 

1° u, v les coordonnées superficielles du point M; 

2 à, u les paramètres directeurs superficiels dela tangente MT; 

3° s, l'abscisse curviligne de M sur l'une (quelconque) des courbes Г; 

4* O, un point fixe de l'espace. 

A chaque point tel que M de la surface, faisons correspondre un 
segment déterminé Om. Ce segment jouit de cette propriété remar- 
quable : 

Тнковёмк. = La dérivée géométrique (mp) du segment Om, prise 
par rapport à s, est un segment invariant relativement aux courbes (Г); 
en d'autres termes, ce segment (mp) est le méme pour toutes les 
courbes (Г) de la famille considérée. 

Soient : 


a = fi lw, e), Ë gı (re, Ei, e = h, (ut, t), 


les projections de Om sur Oz, Oy, Oz, et désignons par la caractéris- 
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tique d les différentielles correspondant au déplacement de M sur la 
courbe (T). Les projections de (mp) sur les axes sont représentées 
da db de 
ds ds! ds 


démontré, on a: 


par ) D'autre part, en vertu d'un théorème (p. 109) 


. 8р do... 
ds ^ = > 


Par suile: 


da da. da 
ds du” | Yo 
db №. Mi 
ds ^^ Ae 
de де, de 

ds 


On voit done que les projections de (mp) sur les axes ne dépendent 
nullement de la courbe Г choisie. Ce segment reste donc le même pour 
toutes les courbes de la famille considérée, 

Corollaire. — Soit МӨ la demi-normale à MT, située dans le plan 
tangent en M, et telle que : 


T gn + 
MT, МӘ = + Z. 


ll est clair qne les projections de (mp: sur MT, MO et MW sont trois 
segments invariants relativement aux courbes Г. 


§ 9. — Théorèmes de Meusnier et d Ossian Bonnet 


Supposons, en particulier, que le segment (Om) soit le segment direc- 
teur de la normale MW, alors la projection de (mp) sur MW est nulle 
en vertu de l'identité : 


ada + bdb + ede = о. 
Évaluons les projections P et Q de mp suivant MT et M6. Désignons 


comme d'habitude par MN, et MN, la normale principale et la binor- 
male de la courbe Г au point M. 
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Les cosinus directeurs de MW relativement aux axes MT, MN,, MN, 
sont : 


о. u = COS ŒG, y= sin m, 


il 


où (ig. 38;: 
wë Deeg. 


G: MN,. MW. 


Les projections А, B, C de (mp) sur les mêmes axes sont ip. TS): 


COS TF * dm К e - de; 1 
A — R , B —sina( =F) C = cos G ds -4) 
et par suite : 
; COS r5 o 1 dr 
I R z T ds 


Nous obtenons donc le théorème suivant : 
THéonÈue. = Pour toutes les courbes Г, qui passent par le point M 
et admettent en ce point la méme tangente, les expressions différen- 


cos 5, T) / 
tielles = F- - x) eonservent la méme valeur. 
D 
CÒS Œ A 1 dm 
: INV, m — —— = UV 
H Г 7 


La première partie est la traduction analytique d'un théorème dû à 
Meusnier ; la seconde partie a été découverte par Ossian Bonnet. On 
voit comment la remarque du paragraphe précédent permel de démon- 
trer simultanément deux théorèmes célèbres. 

Remarque. = Considérons la section (1) de la surface par le 
plan TMW, c'est-à-dire la section normale tangente à MT. Pour cette 
courbe particulière, on a (si on choisit pour direction positive de sa 
normale en M la direction MW : 


(з о, cos zy = 1. 
Le théorème précédent donne donc : 


cos Œ 1 


He 1 


ou bien : 


R, cos z К, 
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R, désignant (en grandeur et en sigue: le rayon de courbure en M de 
la courbe ‘T,). Soient I et I, les centres de courbure respectifs (fg. 38) 
des courbes T et P, au point M; l'équation précédente exprime, en 
vertu du lhéorème des projections, que la projection de I, sur le 
plan TMN, coincide avec le point I. En d'autres termes : 


« L'axe du cercle osculateur au point M de la courbe T passe par le 
< centre de courbure dela section normale en M tangente à la courbe F. > 
Tel est le théorème découvert par Meusnier. 


š 3. = Calcul des deux invariants différentiels en chaque point 
d'une courbe donnée T 


Par définition, l'invariant différentiel P en un point M Пе Г est la 
projection du segment (mp) sur la tangente MT. Done on a, en conser- 
vant les notations précédentes, 

da dre "i dy de "E 


P= => — 4 + 
ds dx ds ds ds ds 


et, par suite (p. 118 , 


| созт E'du? + 2F'dude + G'dv? 
` R Edu? + 2Fdudo + Gdv? 


Cherchons maintenant l'expression de l'invariant Q. Les paramètres 
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directeurs de MO sont (p. 114: : 


. du . do , du . dv 

Fux Butt. 

Œ == == —Fn Tam jee — 
+ va FNA 


d'autre part: 


ou (p. 118) : 
>, du a dv` А `, 
— g^ IIl d — € ar S G — Е 
= (x ds $3 ds ° (1 dt al 


donc enfin : 


du de du de 

ЕЕ „ gor ww MILITE 

PEN I de 1 E ds © ds I ds ` i ds 
=! ж aa Ñ ааа 

l ds + VA E du 4-Е de Е ан ge do 

ds ds ds ASE 


Remarquons que les seconds membres des formules (1) et (2) ne 
changent pas si la courbe varie de manière à rester tangente en M à 
MT. En effet, ces seconds membres sont complètement déterminés, si 
l'on donne les coordonnées (и, vì du point M et les paramètres directeurs 
superficiels de la tangente MT. Nous obtenons donc une vérification 
des théorèmes de Meusnier et d'Ossian Bonnet. Nous verrons plus loin 
des conséquences des formules (1: et :2). 


$ 4. — Courbure et torsion en ип point quelconque de la courbe Г 


Supposons que les coordonnées d'un point quelconque M der) soient 
exprimées en fonction de son abscisse curviligne s : 


(4) u = ç (3), v yis. 


et proposons-nous de calculer la courbure et la torsiou au point M. On 
a vu (p. 57) que la courbure en M est représentée par la dérivée géomé- 
trique du segment directeur de la tangente, prise par rapportàs. Nous 
sommes donc conduits à déterminer cette dérivée. А cet effet, nous 
chercherons ses projections sur MW et МӨ go 38). Ses projections 
sur Ox, Oy, Oz, sont (p. 57) : 


d'a d'y ds. 
dii ds” ds? 
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donc celles sur MW et МӨ sont : 


(9) => e Pa? ME >, dadæ _ Edi + 2F'dudo + G'dv* 
= ri SEN" se À € H 2 Fdudv + Сас? ` 


A 2, [n] dx 
(3) = Ў da ds? dës SET 


T 


La premiére de ces formules a déjà été obtenue au paragraphe pré- 
cédent. Transformons la deuxième, En remplaçant z et B par leurs va- 
leurs (83), опа: 


А sinm 1 ds? du У ds? w 
( ) R a, = va E du . dv du dv 


MEL CN qu 


Tout revient à calculer les éléments de la Tome ligne du déter- 
minant. On a: 


seus TE EE ER E d (лү 
dei Au E ) + Sue ds ds ' 00% Vds 


de d'u | de E 
Ts ds? Ap ds? | du 


Remplaçons les dérivées secondes de œ, y, #, par leurs valeurs cal- 
culées au moyen des formules (Í bis) de Gauss; nous obtenons: 


dy M 
(5) FEE 


du 


= EM+ FN, 


d š dv 
MR) + 28 74 a+ a)" 
(6) yd 


du „ан de 
dei T (ж) + T ux ds E+» F(E) 
On trouve de même : 


а?а 


eat т 
DES = FM + GN. 


Donc 

d Ç FN G 

Me = —— Mt zu S = — үх A à 
үа EZ +F G "uto de de 
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En résumé, nous avons obtenu les formules suivantes : 


cosg Edu? + 2F dude + G'de? 


R ` Edu? + 2Fdudv + Gdr?’ 
sin m — Mdv — Ndu 
= >y — 
ml À S 

F: du , р, dv p du , G dv 
1 de — 1 * ds ds de ^ ^ ds 
Ж en d [x du dv . du de 
và ik. >. u P sal ч uv 
E ds LE ds | ds + G ds 


où M et N sont des fonctione définies par les formules (6). 
Les deux premières formules (ПІ, font connaitre en chaque point de Г 
les éléments c, R ; la troisième permet alors de calculer la torsion. 
Remanque I. — Considérons loutes les surfaces S : 


> = f (u, v) y = giu, v z = h (u, v), 


qui correspondent à un système donné de fonctions E, F, G, c'est-à- 
dire les surfaces définies par les équations : 


\ 


y (E) = VES F Ӯ (2) =: 


< \ dit 


Ces surfaces ont une définition géométrique que nous aurons à étudier 
plus tard ; mais signalons dès à présent un théorème remarquable qui 
est mis en évidence par la deuxième formule (Ш). Sur chacune des sur- 
faces S, concevons la courbe Г, définie par les équations (1). La deuxième 


{ A А sin e 7 
formule (III) montre que l'expression ( T ) ne varie pas quand on 


passe d'une des surfaces S à une autre; en effet, le second membre 
de cette formule est absolument indépendant de E’, F”, С’, et ne dépend 


que de E, F, G, s, y. Cette expression (a) qui est nulle en chaque 


point d'une ligne géodésique, a reçu le nom de courbure géodésique 
de la courbe Г au point M. 
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#5. — Autre expression de la courbure géodésique 


A chaque point M de la surface faisons correspondre une tangente 
déterminée MD, Ја loi de correspondance étant définie parles équations: 


I ¿= f (u, o), m — y, (u, v), n = h, u, v), 


où /,m,n, désignent les cosinus directeurs dela tangente MD. On peut, 
par exemple, supposer que MD coincide avec la tangente à la ligne de 
paramètre iv), qui passe par le point M. 

Considérons maintenant un point M situé sur la courbe Г, et soit о 
(fig. 88: l'angle de MD avec la tangente MT. 


2) w — MD, MT. 

Lorsque le point M décrit la courbe Г, w est une fonction bien déter- 
minée de s, Supposons cette fonction donnée ; nous allons voir que la 
formule qui donne la courbure géodésique en M prend une forme parti- 
culièrement simple. Différentions à cet elTet la relation: 


ur 
3 COS w ` d Sg 
< 


rte" 


elle donne : 


- le dx lala 
$ - Sino * == => У А „ЖУ. л, fam 
DES — ds? p! de? 
Or, la projection du segment directeur de MD sur MN,, c'est-à-dire 
(fig. 38) le cosinus de l'angle de MD avec MN,, est évidemment 
(— sin o sin r); done la formule précédente devient : 


c С" (= T dw Хаа 
DÄ SIN œ H "Is ) ИР 


Remarquons que la forme quadratique Ed/da: peut être décomposée 
en facteurs simples du premier degré. En effet: 


dl ат dn do dy dz 
0) а Sr, 6 & b. € V dide. 
— 
Eu n IAE. HN n 
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Soient alors (71, л, n,) les cosinus directeurs de la demi-droite MD, 
perpendiculaire à MD et telle que : 


SD, MD; = + 


LUE! 


L'identité (6) peut prendre la forme : 
Уа = ( Daat) KE 
el, par suite, 


(7) У didx = (r,du + rado) ds sino, 


où r, et r„ sont définies par l'identité : 
(8) Yudt = rdu + rade. 


La formule (5) devient, si on y remplace Y didz par sa valeur (7. : 


sin sins _ dw 


(u) X =" r P 4 r Ç. 


Telle est la formule que nous voulions obtenir. 
Remarquons que : 


(9) r. = 


Calcul de r, et r,.— Soient x, 8,les paramètres directeurs superficiels 
de la tangente MD; ces quantités sont des fonctions de (u, v) que l'on 
a appris à calculer connaissant /, m, n. Nous allons voir que r, et rz 
s'expriment au moyen des fonctions (E, F, G, x, B) et de leurs dérivées 
et ne dépendent nullement de Ë”, F”, G’. 

La relation : 


dx dx 
r= ass h dn 


donne : 
tr IB. dx + dy Mr 
— ан» => р => — z —Uny —— , 
2 dut | " Aude 


Si l'on tient compte des formules de Gauss (Iis), on peut écrire : 


ж rer) + (a у) ES Ра; 
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par suite : 


n -(S erus) Xu om) Xn 


Désignons par x, et f, les paramètres directeurs de MD, ; on a évi- 
demment : 


dx 

A Ew = Ez, + Ев, 
dm 

Nu э = Fa + GB,; 


mais on a vu (p. 114) que: 


donc : 


yu x = = — Wa. yu, = y =s Va. 


En définitive : 


z B 
ER / 
S Em L 4 vx 4 vB 
de méme, on [rouve : 
+ TS х B 
rs = ^ A ^ f ` 
FAKE P eva + V8 
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LIGNES ASYMPTOTIQUES. — LIGNES CONJUGUÉES 


$ 1. — Lignes asymploliques d'une surface quelconque 


Nous avons vu їр. 132) que pour toutes les courbes Г, lracées sur la 
surface S, passant par le point M et admettant en ce point la même tan- 
gente, chacune des expressions : 


vos TF I dr; 

E : TE 
conserve la même valeur. Cette proposition nous conduit à considérer 
deux calégories particulières de courbes tracées sur 5, à savoir : 

1* Les courbes telles qu'en chaque point le premier invariant est nul ; 

EE » » second » 

Les premières sont dites les lignes asymptotiques de la surface, les 
secondes sont les lignes de courbure. Ces dénominations seront justifiées 
plus loin. 

Occupons-nous d'abord des premières. La définition que nous venons 
d'en donner montre que : pour qu'une ligne Г, tracée sur 5, soit une 
ligne asymptotique, il faut et il suffit qu'elle soit une ligne droite ou bien 
qu'en chacun de ses points le plan oseulateur soit langent à la surface. 

Equation différentielle. — Cherchons les lignes asymptotiques : 


Р Д > (í). r 
T 


< 


de la surface. On a trouvé (8 3, р 133) que, en chaque point de Г, 


Cos EI K du? + Iute l (сє? 
R ` Edu? + [нее + бе? ? 


donc, si on ne précise pas la variable indépendante, l'équation diffé- 
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rentielle des lignes asymptotiques est : 


I Edu? + эне + G'de? о. 
Cette équation se décompose еп deux réelles оп imaginaires : 
de = adu о, de = Веи о. 


П y а done deux familles (réelles ou imaginaires: de lignes asympto- 


tiques: 


ur (t, Y (u. е) = b. 
1 


Par chaque point M de la surface passe une courbe de chaque famille. 
Les coefficients de direction À et u des tangentes en M à ces deux lignes 
sont évidemment définis par : 


E? + э L Ga? = о. 


Ces tangentes seront appelées les tangentes asymptotiques de la 
surface au point M. 

Pour que les deux familles de lignes asymplotiques soient confondues, 
il faut et il suffit que l'on ait identiquement : 


dans ce cas, nous verrons que la surface est développable, les lignes. 
asymptoliques sont alors les généralrices. 

Remarque I. — L'équation différentielle: 1: ne change pas si on rem- 
place E, Е”, G' par des quantités proportionnelles. Il est donc inutile, 
pour appliquer l'équation (1), de calculer les cosinus directeurs de la 
normale à la surface. On fera le tableau des dérivées des deux premiers. 


ordres: 

1 2 3 A ; 

dr ec dir Ma dii 
Aur Ar du? m? de? 
dy dy My My My 
du de Au? dude de? 
dz АЕ Mz Mz Mz 
du A du? dude de? 


On remplacera dans l'équation (1) E' par le déterminant des 


colonnes 1, 2, 3. 
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Puis on remplacera dans l'équation (1) F' par le déterminant des 
colonnes 1, 2, 4. Puis enfin on remplacera dans l'équation (1) G' par 
le déterminant des colonnes 1, 2, 5. 

Ехемрі I. — Supposons la surface S définie par: 


Ka и + v, y = u? | е?, z u? Leg: 


le tableau précédent se réduit à: 


1 1 0 ü ü 
9и 2r 2 ü 2 
Зи? 3e? Gu 0 Ge 


et l'équation des lignes asymptotiques est: 

du? = de? = о; 

les deux familles cherchées sont, par suite, 
"u—v— a, u -k v = b; 


la seconde se compose de lignes droites, la surface est donc une sur- 
face gauche. 

ЕхемріЕ II. — Supposons que la surface S soit une surface gauche 
quelconque : 


x = X, + ан, y = Ya + би, z= z + си, 


20, Yo, Zo, t, b, c, étant des fonctions de v. L'une des familles de lignes 
asymptotiques se compose de génératrices; cherchons l'autre. Le 
tableau des dérivées est ici : 


a x, + a'u 0 a ri + a 
bo wv O E ai +8 
A 


e z; + cu 0 e 20 


L'équation différentielle (1), après la suppression du facteur dv, prend 
la forme de Riccati : 


du 


de ^ + Bu + С, 


où À, B, C, sont des fonctions de v. L'intégrale de cette équation a, 
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comme on sait, la forme : 


P+Qa 
R + Sa 


P, Q, R, S, étant des fonctions de v, et a désignant un paramètre quel- 
conque. 

Ехемрі HI. — Le lecteur pourra appliquer la méthode précédente 
aux surfaces /étraédrales, c'est-à-dire aux surfaces définies par : 


m = A и = а)" (e — ау". 
у = B H — bY" (v — by". 
= {л u— сү" (ә — cn, 


Dans ce cas, l'équation (1) est intégrable algébriquement. Ce cas 
d'intégrabilité a été signalé par M. Lie. 

Plus généralement les lignes asymptotiques des surfaces définies par 
des équations de la forme: 


x = À (w = ay (v = a)". 
y = À [u — b)” (v =Â 0)" 
z = C (u =Â cY" (v — ch, 


s'obtiennent par quadratures. Ce résultat est dà à M. Darboux (voir 
Théorie des Surfaces, livre 1, p. 142). 

Enfin, M. Raffy a généralisé encore les résultats précédents et indiqué 
d'autres cas simples, où l'équation (1) est intégrable par quadratures 
(voir Bulletin de la Société Mathémalique, tome XXIV, année 1896). 


$ 2. — Lignes conjuguées 


Soient MT, MT', deux droites tangentes en M à la surface S. On dit 
que ces tangentes sont conjuguées, sielles sont conjuguées harmoniques 
par rapport aux tangentes asymptotiques. Soient (h, u) et (M, y’) les 
coefficients de direction respectifs des tangentes MT, МТ”; Ја condition 
pour qu'elles soient conjuguées est (p. 113): 


(1) (EZ + Fu) »' + (F3 + Guu = o. 


Propriété fondamentale des tangentes conjuguées. — Considérons un 
arc de courbe quelconque MP tangent en M à MT, et soit X la dévelop- 
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pable circonscrite à S suivant cet are MP. Nous allons voir que : quel 
que soit l'arc MP, la génératrice de la surface XZ qui passe par M 
est МТ”. 

En effet, désignons comme d'habitude par а, b, с, les cosinus direc- 
teurs dela normale MW et par MT" la génératrice de X, qui passe par 
М; enfin, soient 2^, u”, les coefficients de direction superficiels de MT", 


La droite MT" est l'intersection du plan tangent en M et du plan: 


(2 - X aj da + (Y — y, dh + L — z) de 0. 


où d désigne les différentielles correspondantes au déplacement de 
M sur l'arc MP. Donc il en résulte : 


ATE Vas 
` «v Al e CX 
D + или» da O. 
< ( du - >) 


c'est-à dire: 
Ae 


` ` ` 
` + ML „ © èd . a 
3 V (à — Ju <= Le? ty к) 0. 
<i i Ms ` Ae di dr ` 


Si on se reporte aux expressions de E', I”, G’, on voit immédiatement 
que l'équation (3| peut s'écrire : 


E^. + Pai + (E. + Ga) u” = o. 


Donc MT" se confond avec la tangente MT', conjuguée de MT. 

Systèmes de lignes conjuguées. — À chaque point M de la surface 
faisons correspondre une tangente déterminée MT et sa conjuguée 
MT’. La congruence des droites MT et celle des droites МТ’ sont dites 
deux congruences conjuguées. 

Considérons maintenant deux familles de courbes : 


Sila congruence des tangentes de l'une est conjuguée de la congruence 
des tangentes de l'autre, les deux familles forment ce que l'on appelle 
un système de lignes conjuguées ou, par abréviation, un système con- 


Jugué. 
On peut choisir arbitrairement l’une des familles d'un système con- 


jugué, par exemple : 


AL o= а; 
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alors l'autre famille est définie par l'équation différentielle: 


) de A dy 
CET NY Lë ВЕЕ A A TE EE 
(E = і m du + (1 s 3.) do = o. 


La construction d'un système conjugué sur une surface quelconque 
semble donc exiger une intégration difficile. La proposition suivante, 
due à M. Kœnigs, nous montrera qu'il est possible, sans effectuer 
aucune intégration, de construire une infinité de systèmes conjugués 
sur une surface absolument quelconque. 

Théorème de M. Kanigs. — Les sections de la surface, déterminées 
« par tous les plans qui contiennent la droite D, admettent pour lignes 
« conjuguées les courbes de contact des cónes circonscrits à la surface, 
« ayant leurs sommets sur cette droite. 

En effet soient: M,un point de la surface; A le point de rencontre de 
la droite D avec le plan tangent en M; C, la courbe de contact du cône 
circonscrit à la surface ayant pour sommet le point А; et MT, la tan- 
gente menée par le point M à la courbe C. La tangente MT a pour con- 
juguée (propriété fondamentale des tangentes conjuguées) la géné- 
ratrice MA du cône; or, cette dernière est aussi la tangente en M à la 
section faite dans la surface par le plan MAD; Ie théorème est donc dé- 
montré. 

On trouvera des applications de ce théorème dans le Traité de 
M. Darboux (livre I, p. 112). 

Condition pour que les lignes coordonnées forment un système con- 
Jugué. — Les coefficients de directions (à, и) des tangentes asymp- 
totiques au point M (#, v) sont définis, comme on a vu, par l'équation : 


E? + 2F74u + Gui = o. 


Pour que ces tangentes soient eonjuzuées par rapport aux tangentes 
MU, MY, il faut et il suffit (V. p. 113) que : 


ORTUS 
c'est-à-dire : 

| My dx dr 
Que Mm e 
M, Au 2 
= x x | FAR 
Mz dë dz | 

| диде du de | 

APPLICATIONS GÉOMÉTRIQUES. 10 
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Telle est la condition cherchée. Il est clair qu'on peut l'énoncer 


ainsi (V. Théorie des Surfaces, livre T, p. 102) : 

« Pour que les lignes coordonnées forment un système conjugué, il 
« faut et il suffit quelesexpressionsdes trois coordonnées rectangulaires 
« en fonction de « et v satisfassent à une méme équation linéaire : 


« où À et B désignent des fonctions quelconques de « et v. 
Pour les applications de ce théorème, nous renvoyons encore le lec- 


teur à la Théorie des Surfaces. 
Remarque. = Supposons la condition précédente remplie. Alors les 


formules de Gauss montrent que: 


A—yw, Bev. 
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LIGNES DE COURBURE. — SECTIONS PRINCIPALES 
CENTRES DE COURBURE PRINCIPAUX 
FORMULE D'EULER 
SURFACES DONT TOUS LES POINTS SONT DES OMBILICS 
FORMULES D'OLINDE RODRIGUES 


$ 1. — Equation différentielle des lignes de courbure 


Nous avons vu (p. 440) qu'en tout point d'une ligne de courbure 

- В íf do s ce . 
l'invariant T og, est nul. Cette propriété, qui nous a servi pour carae 
tériser les lignes de courbure, a une signification géométrique simple. 
Elle exprime, en vertu de la théorie des développées /p. 93), que : 

< Les normales à la surface aux différents points d'une ligne de cour- 
« bure engendrent une surface développable. » 

Cherchons les lignes de courbure : 


(Г) u = Ф (0, m y 
de la surface ; nous avons vu que : 
| elu , di p du ,, dv 
A a sl == EN W: 
1 da 1 ds C ds ds ds 
T xd Ж X = du e de . du * de 
+У | E ^ L 


donc, si on ne précise pas la variable indépendante, l'équation diffé- 
rentielle des lignes de courbure est : 


E'du + F'do F'du + Ger 


Edu + Fdo ` Fdu + Gde 
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Supposons qu'on ait obtenu une ligne de courbure et cherchons en 
un point M (2, v) decette courbe le point de contact [ de la normale MW 
avecsonenveloppe. La théorie des développées montre que ce point Ta pour 
projection sur le plan osculateur de la courbe Г précisément le centre 
de courbure de cette courbe; donc si on représente par р Је segment MI 


MI = ç, 
ona: 
1 _ COST ` Ewa + 2F dude + G'dy? 
P ” R Ed + ƏFdede + Gae ? 
et, par suite, 
"m 1 „r. Edu + Fdo Еа + Gate. 
4 e Edu + Fe Fa + Gele 


Réalité des lignes de courbure. — L'équation en р: 
(2) (E — pE) (G — gG') = (F = ФЕ) = o, 


a ses racines réelles et distinctes. 11 suffit pour le voir de substituer les 
E G 


nombres (о, E" el et de remarquer que Гоп а essentiellement : 
- x 


EG — l" > o. 
Il y a exception toutefois si : 


K e F 
EG 


dans ce cas, la surface est, comme nous le verrons, une sphère. Toute 
courbe tracée sur cette sphère est évidemment une ligne de courbure. 


Nous écartons ici ce cas particulier. 


"i 


Il résulte évidemment de là que l'équation en д 8 ses racines réelles 
t 


et distinctes. Done: 
П existe deux familles de lignes de courbure : 


g(", v) = a, yun, r 5. 


Ces familles sont toujours réelles. Par chaque point de la surface 


passe une courbe de chaque famille. 
Remarque. = Les normales à la surface engendrent évidemment 
une congruence Les points focaux l, et I; d'une normale MW sont, en 
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vertu de la théorie des congruences, définis par : 
MI, Six МІ, = Pay 


où p, el o, sont les racines de (2). Les plans focaux sont les plans passant 
par MW, et les tangentes MT,. MT; aux lignes de courbure qui se 
croisent en M. Ces plans focaux sont, comme nous allons voir, rectan- 
gulaires. 

Orthogonalité des lignes de courbure. — Soient (Уу, шү) et An, us) les 
paramètres superficiels des tangentes МГ, МТ». On a par ce qui pré- 
cede : 


a аты тыквы, 
Sr EA, E Fu, FA, + Gu, 

(a) Es EEE A 
fa äs + Fus Fa + Gus 


Ceci posé, en vertu des équations 3), le quotient: 


E452 + Fus + Хим) E G'u us 
E2132 + Fiya + haya) + Guiya 


est égal à (=) ; mais, en vertu des équations (4), се même quotient est 

WI 

égal à (=); er, 2, et e, sont distincts, done le quotient considéré est 
°з 

indéterminé, et on а: 


Е.А. + FiXqua + 494) + Guns = 0, 
à + V Oqua + 298.) + Gu, = o. 


La première relation exprime que MT, et МТ» sont rectangulaires 
(V. p. 112), ce que nous voulions démontrer. La deuxième exprime que 
MT, et МТ sont deux tangentes conjuguées (р. 113); done MT, et МТ» 
sont lesbissectrices des angles formés par les tangentes asymptotiques 
issues de M. 

CONDITIONS POUR QUE LES LIGNES COORDONNÉES SOIENT LIGNES DE COUR- 
BURE. — П faut et il suffit, pour cela, que les lignes coordonnées forment 
un système à la fois orthogonal et conjugué. Les conditions cherchées 
sont donc : 


К к= о; = 
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$2. — Sections principales. Centres de courbure principaux 


Soient : 

M (u, v), un point de la surface; 

MT, une tangente issue du point M ; 

À, и, les paramètres directeurs de cette tangente МТ; 

I, lecentre de courbure de la section normale TMW ; 

p, le rayon de courbure MI de cette section. 

Supposons que la tangente MT tourne autour du point M et cher- 
chons pour quelles positions de cette tangente MT le rayon decourbure 
pest maximum ou minimum. En vertu d'une formule fondamentale 
(р. 133), on а: 


E?3 + Еу + G'g?, 


© | 


avec ; 
1 = Ent + 2F2u + Bu. 


Les valeurs maximum et minimum de р et les valeurs de (à, w) qui 
lenr correspondent sont données par le système : 


( 1 E^ + F'u Е + Gu 
- = ———- = 
P E + Fu F, + Gu 


E? + ЭЁ + Gu? = 1. 


donc les positions cherehées pour MT sont les tangentes que nous 
avons désignées par MT, et MT. 

Les sections normales déterminées par les plans T,MW et T.M NV 
sont dites des sections principales; les plans T(MW et T;MW sont 
appelés les plans principaux au point M. Ces derniers coincident š 1; 
avec les plans focaux de la normale, ils sont donc rectangulaires. 

Les centres de courbure des sections principales sont appelés les 
centres de courbure principaux ; l'équation qui les détermine monire 
qu'ils coïncident avec les points focaux dela normale MW. 

Les tangentes MT, et MT: aux sections principales seront appelées 
les tangentes principales. 

Reuanque. -— Nous avons toujours supposé la direction MW de la 
normale en M choisie de manière que le triédre (MU, MV, MW) ait la 
disposition directe. Il est clair que cette hypothèse n'est pas forcée en 
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ce qui concerne la formule : 


: E?? -- ab ^u + G'u?, 


2 
ï 


car, si on change le sens positif de la normale MW, la valeur p du 
segment MI et les quantités 


My e Ma 7 x c 
E' A a =i F = Уа ` соус T 
-— du? ded Xh éd dv? 
changent de signe, et la formule subsiste. 
$ 3. = Variation du rayon de courbure d'une section normale 


Formule d'Euler 


Prenons pour lignes coordonnées les lignes de courbure de la sur- 


face ; alors : 
F= 0 F = Ò; 


et la formule qui donne le rayon de courbure р de la section normale 
déterminée par le plan TMW devient . 


E» + Gui 


uw 


avec : 
l Ka? $ Gu’, 


Les rayons de courbure principaux ç, et p, ont alors les valeurs 


simples : 
4 >E 1 
EP s E Ei G , 
par suite: 
L Eu, Gas 
n E E^ 
r ri F2 


Or, les paramètres superficiels s'expriment en fonctions des para- 
mètres ordinaires, pris dans le plan MUV, par les formules (p. 111): 


" COS œ gin œ 
A = 


= => ` 7 j= 
+ VE + VG 
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avec : 


donc enfin on a : 


1  cos?o  sin?w 
P 


H £a 


Cette formule, due à Euler, permet d'étudier la variation de ç quand 
MT tourne autour du point M. Nous laisserons au lecteur le soin de 
faire cette discussion trés élémentaire. Remarquons que devient infini 
quand MT se confond avec une tangente asymptotique. 

La formule d'Euler montre immédiatement que le plan tangent tra- 
verse la surface au point M, si p, et р» sont de signes contraires; la 
conclusion est inverse, si p, et pa sont de méme signe. 


§ 4. — Osnbilics. Surfaces dont tous les points sont des ombilics 


On a vu qu'en un point M de la surface les rayons de courbure prin- 
cipaux p, et рг sont distincts, à moins que l'on ait en ce point : 


| 
=| 7 
“~ 
= 


On dit, dans се dernier cas, que le point M est un ombilic de la surface. 

Cherchons les surfaces dont tous les points sont des ombilics. Soit S 
l'une quelconque d'entre elles. Les dérivées des cosinus directeurs a, b, c 
de la normale en un point sont données par les formules (p. 124) : 


à 

da =? š 

— + E'a, + Еа, = 0 
du | 17 “з ы 
da "s = 

ER + F'a, + С'а, — 0, 


et les analogues, que l'on obtient par permutation. Mais par hypothèse : 


E' = — LE, F = — F. G = — 56; 
donc: 
da { š 
x — À (Ea, + Fa), 
da - A 
Б 2 (Fa, + Gas). 
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c'est-à-dire si on reporte aux formules qui donnent a, et a, : 


| da NT 
= = — q 
№, à 
(2) ) eu eu 
да. дк, 
du “др? 


de là on tire : 


Qu bien: 


Done: 
dÀ ` : AA __ + 
Map L du ` al 
et, par suite, 
l 
i=l" 
R 


Les formules (2) donnent alors : 


XŒ — X, 


R 


a = 


x, étant une nouvelle constante. De méme: 


ô = т, e = E 


En portant ces valeurs de a, b, c dans la relation : 


а? 4-02 c? — 4, 


on voit que les coordonnées x, y, z, l'un point quelconque de la surface 
satisfont à la relation : 


(к — SA + (y =Â yo)" + (z = s.j? = Ra. 


Donc la surface est une sphère, comme nous l'avions annoncé (p.148). 


, www.rcin.org.pl 


І 
' 
t 
i 
d 


154 CHAPITRE VI 
& 5. — Formules d'Olinde Rodrigues 


Pour exprimer qu'une courbe T : 
(Г u = ç (0), e $t. 


est une ligne de courbure de la surface, il suffit d'écrire que la normale 
MW à la surface menée par un point quelconque M de la courbe a une 
enveloppe quand t varie. Cherchons en partant de là les lignes de cour- 
bure de la surface. A chaque point M de (Г) faisons correspondre sur 
la normale MW un point P, tel que : 


MP = р = F (t). 


Le lieu des points P est la courbe Г, définie par : 
(A |Y—wy-4 c, 


La tangente PQ en un point P de (Ti) a pour coefficients de direction : 
dx - pia + adi, dy + pdb + bila, dz + gde + eds. 


Pour que la ligne Г soit ligne de courbure, il faut et il suffit que l'on 
puisse déterminer р de manière que les lignes PQ et PM se confondent 
(quel que soit Р), de manière, en d'autres termes, que : 


de + sda _ dy + sdb _ dz + ріс 


a % с 


Chacun de ces rapports doit être égal а: 


айх + bdy + edz ` = 


а? 4 b? 4-с? 
Donc : 

| dx + pda = o, 
(4) dy + db = o, 

| dz + рас = o. 
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Ces trois équations se réduisent à deux, puisque la combinaison 
linéaire qui a pour multiplicateurs a, b, c, se réduit à une identité. Si 
on prend pour variable indépendante ¿ la coordonnée w, les équations 
précédentes définissent v et p. Les formules (1) sont dues à Olinde 
Rodrigues ; il y a souvent avantage à les utiliser pour la recherche des 
lignes de courbure. 

On peut en déduire aisément les formules (1) du $ 1. En effet : 


1 da db de 
s dx dy dz 
d'où: 
dx =y д 
NUE da У da 
1 -— du éd dt 
з ša e T7. 77 
F NC da У = de 
— dit < di 


Or, les équations qui définissent E, F, G, E’, F', G’ (p. 118), montrent 
immédiatement que : 


1 E'du + F'de Еди + G'de 
e Eda + Fav Кан + Gde 


Remarque. = Des formules (1! on tire : 


da db de 
dx dy dz 


© 


Ces formules peuvent être démontrées trés simplement de la manière 
suivante. Soient comme d'habitude : 

Om, le segment directeur de MW ; 

Mo, la normale à la ligne de courbure Г située dans le plan tangent. 

La dérivée géométrique de Or» par rapport à t est parallèle au plan 
tangent en M, puisque : 


ada + bdb -| cde = о; 


d'autre part, elle est perpendiculaire à МӨ, en vertu de la définition des 
lignes de courbure (p. 140); donc elle est parallèle à MT, et on a les 
formules (2). 
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APPLICATION DES THÉORIES PRÉCÉDENTES 
A QUELQUES SURFACES PARTICULIÈRES 
THÉORÈMES POUVANT SIMPLIFIER LA RECHERCHE 
DES LIGNES DE COURBURE 
THÉOREME DE JOACHIMSTIIAL 
THÉORÈME RELATIF aux LIGNES pë COURBURE SPIIÉRIQUES 
CLASSE PARTICULIERE DE SURFACES DE MONGE 


* 


$1. — Cónes. Surfaces de révolution 


Lignes decourbure d'un còne. — Les génératrices constituent une pre- 
miére famille de lignes de courbure, car les normales en tous les points 
d'une génératrice sont parallèles, et par suite dans un mème plan. La 
seconde famille se compose des courbes coupant orthogonalement les 
génératrices, c'est-à-dire des sections du cône donné (5) par des sphères 
ayant pour centre le sommet O. 

Centres de courbure principaux en un point d'un cône. — L'un des 
points focaux de la normale au point M du cóne est rejeté à l'infini, c'est 
celui qui correspond au déplacement du point M sur la génératrice OM. 
Pour obtenir le second, considérons le plan normal au cóne S suivant la 
génératrice OM; quand cette génératrice varie, le plan normal a pour 
enveloppe un cône S, de méme sommet que S. Le second centre de cour- 
bure principal en M, c'est-à-dire le second point focal de la normale en 
M, est évidemment le point de contact [de cette normale avec le cône 51. 

Soit (C) la ligne de courbure sphérique qui passe par le point M. Si 
on considère la courbe C comme appartenant à la sphère О de rayon 
OM, et si on lui applique le théoréme de Meusnier, on voit que l'axe du 
cercle osculateur en M passe par le point O. Si, au contraire, on consi- 
dère la courbe C comme appartenant au cône 5, et si on lui applique 
encore le théoréme de Meusnier, on voit que l'axe passe par le point I. 
Doncl'axe du cercle osculateur au point M dela courbe C se confond avec 
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la génératrice OI du cône S,. On peut dire aussi que « la projection du 
point M sur la droite OI est le centre de courbure de la courbe C au 
point M ». 

On peut retrouver tous les résultats précédents par le calcul; mais 
alors il convient de prendre les équations du cône sous la forme (p. 18. : 


a ux, y = ub, 2 "Y, 


Si on a soin de prendre pour variable v l'abscisse curviligne d'un 

point quelconque de la directrice curviligne, on aura, en outre, 
22824 v3 — 1. 

Cóne de révolution. — Supposons le cóne S de révolution; alors les 
lignes de courbure sont les génératrices et les parallèles. Le cône S, 
se réduit à une droite qui est l'axe du cóne S. Le centre de courbure 
principal en un point M est le point de rencontre de l'axe avec la nor- 
male en M. 

Cône osculateur à un cóne donné. — Considérons de nouveau le cône 
quelconque S, la génératrice OM et la génératrice correspondante OI 
sur le cône S,. Concevons le cône de révolution Z qui a pour axe OI et 
pour génératrice OM; се cône У et le cône S ont en chaque point de 
OM le méme centre de courbure principal. On dit que le cóne X est le 
cône osculateur de 5 suivant la génératrice OM. Coupons ces deux 
cónes par un plan quelconque passant par M et normal aux deux cónes. 
Si on applique la formule d'Euler à ces deux cónes, on apercoit immé- 
diatement que les deux sections normales ont méme cercle osculateur 
en M. Cette propriété justifie la dénomination du cône X. 

Surfaces quelconques de révolution. — Les normales à une surface de 
révolution en tous les points d'un méridien sont dans le plan méridien ; 
donc les méridiennes forment une famille de lignes de courbure. Les 
normales en tous les points d'un paralléle rencontrent l'axe au méme 
point; elles engendrent un cóne, c'est-à-dire une surface développable; 
donc les parallèles constituent la seconde famille de lignes de courbure. 

Les points focaux d'une normale MW sont évidemment son point de 
rencontre avec l'axe et le centre de courbure en M de la méridienne ; 
ces points sont aussi, d'aprés ce que l'on a démontré (p. 130), les centres 
de courbure principaux de la surface au point M. 
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8 2. — Surfaces développables 


Lignes de courbure. — Considérons une surface S développable, mais 
non conique. Les génératrices constituent une premiere famille de 
lignes de courbure, car, en tous les points d'une génératrice, les nor- 
males sont paralléles et, par suite, dans un méme plan. La seconde 
famille se compose dés lors des courbes qui coupent orthogonalement 
les génératrices, c'est-à-dire des développantes de l'aréte de rebrousse- 
ment (p. 94). Ce résultat est d'ailleurs une conséquence du calcul de 
la forme (E du *+ 2F4udo 4 Со). 

Soient : 


r x Ir, yit). z h (c). 


les équations de laréte de rebroussement, en supposant que v 
représente l'abscisse curviligne d'un point quelconque de la courbe. Les 
équations de la développable sont alors : 


X = x + us, Y = y + wf, 7. z + uy, 
avec : 


Désignons, comme dans la théorie des courbes gauches, par MT, 
ММ№,, MN,, les arêtes du trièdre de Serret, relatif au point M (œ, y, 2) 
de la courbe (Г). Soient : 


х, B. T. MT, 
Bis Ti MN,, 
Se» Bas LEL MN, 


les neuf cosinus de ce triédre. On a, en vertu des formules de Serret, 
dX = (= -- Б 2) de + acht, 
: и 
qY = (° -- R A de - Ваа, 


dL = (s + ñ n) de + теи ° 


donc: 


š" 
dX? + dY? + 473 = du? + 2dude + (1 + m) de, 
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c'est-à-dire : 
= 5 - (U — V} …, 
dX? + aya 4 473 = dU? + ps dvi 
avec: 


U=u+ v, V=; 


donc les lignes qui coupent orthogonalement les génératrices sont les 
lignes : 
n= = s + Cu. 


c'est-à-dire les développantes de l'arête de rebroussement. 

Centres de courbure principaux. — L'un des centres de courbure 
principaux au point P (и, v) est évidemment rejeté à l'infini. Pour obte- 
nir le second, considérons le plan TMN, normal à la surface suivant la 
génératrice MP. Ce plan a une enveloppe E; sa caractéristique est 
(p. 96! une droite D passant par M et ayant pour équation : 


nt 


RTT 


nous désignons ici par u et р les coordonnées d'un point du plan 
TMN, par rapport aux axes MT et МЇ. Le second centre de courbure 
prineipal en P, c'est-à-dire le second point focal de la normale en P, est 
évidemment le point de contact I de cette normale avec У, c'est-à-dire 
le point oà cette normale rencontre la droite D. Le rayon de courbure 
principal au point P a donc pour valeur (en grandeur et en signe) : 


o 
| 
| 

= 


La droite D est le lieu des centres de courbure principaux aux dillé- 
rents points de la génératrice issue de M. 

Autre méthode pour calculer p. — On peut aussi obtenir p en appli- 
quant l'équation aux rayons de courbure principaux : 


E — IG — р) — (F Е) = 


H suffit d'y remplacer E, F, G, E', F', G', par leurs valeurs. Nous 
venons de trouver que : 


E =+ F 21, G—14- 4 


Reste à calculer Е’, F”, G’. Remarquons, à cet effet, que la normale 
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en un point P (v, v) est parallèle à la binormale MN, ; choisissons donc 
comme direction positive de la normale au point P la direction MN, 
(V. Rem., p. 150). Dans ces conditions : 


| эх эх . ' 
Eye F =V 2 2, C= Va m. 


On trouve aisément à l'aide des formules de Serret : 


E zm F' = o. 


Ce résultat est évident a priori, si on remarque que l'équation des 
lignes asymptotiques doit se réduire à (p. 141): 


eet = 0. | 
Quant à l'expression de G', on peut l'écrire : 


TUR 4, u dx, их dR], 
c-Xs[u-n D Re 


ou bien: 


E = o, fF: = o; = qum RT 


L'équation en р donne alors : 


1 
G= G—1= R 
ct, par suite, 
ч; 
p= — Gu, 1 


ce qui est bien le résultat déjà obtenu par un autre procédé. 
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8 3. — Surfaces du second degré 
Considérons une surface à centre (S). 
(4) T + B = --1 = 0. 


Choisissons pour coordonnées superficielles («, v; d'un point M 
(x, y, z) de la surface les racines de l'équation en à : 


г y E L =0 


A "TL — A 


ICH 
| 
+ 
| 


Dans ces conditions, les lignes coordonnées qui se croisent en M sont 
les intersections de la surface avec les deux surfaces homofocales à S 
et passant par le point M. Les expressions de 2“, y^, 33 en fonction de 
u, v sont : 

А (А — u) (A p 
\ NT (A —B)(A—G 
3 | à -B(B—")(B—v) 
° (B — C) (B — A) 
C(C—u)(C — е 
(C— A)(C— B) 


p2 


il 


Les équations (3; mettent en évidence que: 


4 ЕР. E 
| 1 31] е1 (À эе => > l 
(5) MI — Œ 2 E, 


Zi А (A — w) (А = v) 


Cherchons les conséquences géométriques de ces identités. En dif- 
férentiant les équations (3) on trouve: 


, 9 1 
me = 0, 
| du Â- uv 
6 dx Ni 
2 — + 0, 
Am А — v 


(M dx dr + 2? 
=> I> = у — -__ о. 
ded du dr A-— (X — WW) (A —r 
APPLICATIONS GÉOMÉTRIQUES. 1 
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Ainsi on a : 

Е = о, 
c'est-à-dire que les lignes coordonnées forment un système orthogo- 
nal. En différentiant les relations (6) on obtient : 


Donc l'identité (5) équivaut à la suivante: 


Ма 


et exprime que la droite, issue de M (x, y, z), ayant pour coefficients 
de direction : 


3 LI Rx | 
dude dude dude 


Ma My pz 


est située dans le plan tangent en M. Donc : 


Mat da da 
M 2 \ 
| ALES NE: M 


En résumé, les identités (4) et (3) nous conduisent aux suivantes : 
F = 0, Е = ӧл 


donc les lignes coordonnées sont les lignes de courbure de la surface 
(p. 149). 


8 4, — Théorème de Joachimsthal 


La recherche des lignes de courbure d'une surface dépend, comme 
nous l'avons vu, de l'intégration de l'équation : 


E'du + F'de ` F'du + Ge 
Edu + Fdv ` Fon + Gé 
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Nous allons étudier une proposition qui peut souvent faciliter cette 
intégration. 

Théorème de Joachimsthal, — Si deux surfaces se coupent sous un 
angle constant en tous les points d'une ligne (C) et si celle-ci est une 
ligne de courbure pour la premiére surface, elle est aussi une ligne de 
courbure pour la seconde. 

En elfet, soient : 

M, un point de la courbe С; 

s, Son abscisse curviligne ; 


! e. \ 
T la torsion en ce point, 

œ, et сн, les angles de la normale principale avec les normales aux 
deux surfaces menées par le point M. 


Les hypothéses faites sur C se traduisent ainsi : 


1 du 
T -- m o 
о — g= C" 
donc : 
1 de, 
T - ER о 


et la proposition est démontrée. 

La réciproque est évidente : si deux surfaces ont une ligne de cour- 
bure commune, elles se coupent sous le méme angle en tous les points 
de cette courbe. 

Remarque. — Toute ligne plane cst une ligne de courbure de son 
plan et toute ligne tracée sur une sphère est une ligne de courbure de 
cette sphère. Donc : 

Si un plan ou une sphère coupe une surface sous un angle constant 
tout le long d'une ligne, celle-ci est une ligne de courbure de la sur- 
face. 

Nous verrons à l'instant une application de cette proposition. 


§ 5. = Théorème sur les lignes de courbure sphériques 


Soit donnée une surface S. Supposons que les lignes de courbure de 
la premiere famille soient situées sur des sphéres ayant pour centre le 
méme point О. Proposons-nous d'étudier la nature des lignes de cour- 
bure de la deuxième famille. 
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Prenons pour lignes coordonnées les lignes de courbure de la surface. 
Dans ces conditions (p. 149), ona : 


F = o, K, 
c'est-à-dire : 
BÓ dx dx 


a = <> 0, 
` du дь 
da A 
D DNK: ur 
= А AB 
| dude du 1 a’ 
M A A 
(9 1 a ДЕЕ. 8 =, 
UM NT de 
| Mz dz +B NE 
Mos NT de 


Supposons que les lignes de paramètre (и) soient situées sur des 
spliéres ayant pour centre le point O, c'est-à-dire que la tangente en un 
point quelconque M d'une de ces lignes soit perpendiculaire au rayon 
vecteur OM. Alors, si on prend le point O pour origine des coordonnées 
(v, y, 2), опа: 


d dr 
(3) » x Ze о. 


Ceci posé : différentions par rapport à м l'équation (3;, nous obtenons : 


“їл дт 1 dx 
Xnxtàe(^x-B)-e 


c'est-à-dire : 
4 A о. 
car оп пе peut avoir : 


sinon la surface S serait une sphère; nous écartons évidemment ce cas 
particulier. 

Dilférentions maintenant la relation (1) par rapport à v ; cette opéra- 
tion donne : 


умы У (ув SEE а 
s= U^ si du М 
c'est-à-dire : 
Жл a 30 An 
(5 21 du? de w 
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Des équations (1), (3) et (51 on tire évidemment : 


Eu UI 2 
M dy Aë 
m № Au 0. 
Ma My Mz 
dut du? due 


Cette équation montre que les fonctions œ, y, z de u et v sont liées 
par une équation de la forme : 


р” + 70 + Pë 0, 


р, 4, r, élant uniquement des fonctions de v. Donc : 

Les lignes de paramètre (v) sont des courbes planes. Le plan de cha- 
«une d'elles passe par le point O. 

Soit M un point quelconque d'une ligne de paramètre (c). La tangente 
MU, la normale MW à la surface, et le rayon recteur OM sont dans le 
plan perpendiculaire à MV. Donc le plan OMU, qui est le plan de la 
courbe considérée, est normal en M à la surface S. Ainsi, le plan d'une 
ligne de paramètre (v) est normal à la surface S en tous les points de 
cette ligne. On peut dire que les lignes de paramètre v sont des 
lignes géodésiques de la surface (V. p. 30). Nous arrivons donc à cette 
proposition : 

Тнкокёме. = < Lorsque, sur une surface S, les lignes de courbure 
« d'une famille sont situées sur des spheres ayant pour centre le méme 
« point О, les lignes de courbure dela secondefamille sont situées dans 
« des plans passant par l'origine. Chacun de ces plans est normal à la 
« surface S tout le long de la ligne de courbure qu'elle contient ; en 
« d'autres termes, les lignes de courbure planes de la surface sont pour 
« celle-ci des lignes géodésiques. » 


& 6. — Classe particulière de surfaces de Monge 


Les théorèmes précédents vont nous permettre de déterminer une 
solution nouvelle du probléme suivant, résolu par Monge (V. Applica- 
tions d'Analyse et de Géométrie, p. 246). 

Рков_ёме. — Trouver les surfaces dont les normales sont tangentes. 
à une sphère donnée У de centre О et de rayon a. 

Concevons une surface S satisfaisant à la question, et soit MW la nor- 
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male en un point quelconque M de cette surface. Cherchons d'abord la 
nature des lignes de courbure de S, qui se croisent au point M (//g. 40). 


Le plan OMW coupe la sphère suivant un grand cercle (е) tangent 
en P à la droite MW. H est clair que le triangle OMP reste constant, 
si le point M se meut sur la surface de manière que: 


OM = С“; 


la sphère de centre О et de rayon ОМ coupe donc la surface S suivant un 
angle constant tout le long d'une ligne (C). Donc, en vertu du théorème 
de Joachimsthal (V. Rem., p. 163), la ligne C est une ligne de courbure. 
D'autre part, le théorème que nous venons de démontrer au sujet des 
lignes de courbure sphériques prouve que la section (1) dela surface S 
par le plan OMW est la seconde ligne de courbure de 5 qui passe par 
le point M. Les normales à la courbe P étant normales à la surface 
(5.5), il en résulte que Г est une développanle du cercle (c). 

Ceci posé, soit À le sommet de la développante, et soit (T) le cône 
décrit par la droite ОА quand F coincide successivement avec toutes 
les lignes de courbure planes de la surface 5; je dis que le plan de la 
courbe Г est, constamment normal au cône T. En effet, la taugente AB 
au lieu géométrique du point À est perpendiculaire à la tangente ЛА’ 
au cercle (c), puisque celle-ci est normale à la surface S au point A ; 
d'autre part, AB esl perpendieulaire au rayon OA, donc elle est perpen- 
diculaire au plan OM W. Donc, enfin, le plan OMW est normal au cône T 
suivant la génératrice OA, ce que nous voulions démontrer. 

Ces remarques vont nous conduire à une génération simple de la 
surface S. 

Considérons la figure invariable formée par le cercle (c), la courbe Г 
et la droite OA. Supposons que la droite OA décrive le cône T et que 
le plan de la courbe Г reste constamment normal au cône T ; dans ces 
conditions, la courbe Г décrit la surface 5. 
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Réciproquement, quel que soit le cône T, décrit par la droite OA, la 
surface engendrée par la courbe F est une surface S satisfaisant à la 
question. En effet, soit a la projection d'un point M de F sur la droite 
OA. Dans le mouvement de la figure plane, la droite Mia reste constam- 
ment normale au cône T ; d'autre parl : 


M» = С"; 


donc la trajectoire du point M est orthogonale à Mia (formule (1) rela- 
tive à la variation d'un segment). D'autre part, cette trajectoire est 
évidemment orthogonale à OM ; donc, enfin, elle est orthogonale au 
plan de la courbe Г её en particulier à la tangente MP. Celle-ci étant 
normale à deux courbes de la surface se croisant en M est normale à 
la surface, et la proposition est démontrée. 

Equations genérales de la surface S. — Soient : 


a = ua, у ufi, 3 = uy 


les équations du cône T, sous la forme que nous choisissons ordinaire- 
ment. Rappelons que a, B, y, sont des fonctions de v, telles que : . 


Dans ces conditions, les cosinus directeurs de la normale en un point 
quelconque (1, v) de la directrice du cône sonl : 


Br — vf, qe — ay, œf — Ba. 


Soit OW cette direction. Les équations de la développante Г dans le 
plan AOW sont : 


` E =ê aicos ! l! sin t), 
(M) | + 


7, + aisint— ! cos t), 


quand on prend pour axe des 5 la droite ОА et pour axe des x la 
direction OW. 

Pour trouver les équations de la surlace S, il suffit de projeter le 
contour OmM sur les trois axes, ce qui donne : 


| X— а T => TENA 
Y = B; -H (ух = ау), 
Z = yi + (af — Bz)". 


On obtient ainsi les expressions de coordonnées x, y, z. en fonction 
de deux variables t et v. 
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$ 7. — Remarques relatives au cas où les variables indépendantes 
sont æ et y 


Lorsqu'une surface est définie par l'équation : 


s = f(x, у), 


on peut lui appliquer toutes les formules établies ; il suffit, en effet, de 
supposer : 
uu pp 


Proposons-nous de calculer les six fonctions E, F, G, E', F', G'. 
D'abord : 
ds? = dæ? + dy? + (pde + qdy)?), 
où: 
d N 
р = L q = T. 
donc: 
E=1+p, Е = pq G —1-4 4*. 


D'autre part, les cosinus directeurs a, b, c, de la normale sont : 


o EE UE LR 
TWIPTS Arie ҮГЕТ 


Donc, si on pose: 


M M M 
>= s = i= s> 
on a: 


E' zx —— j == eb 358 
HV BS AFPA EE CA 
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ÉQUATION DIFFÉRENTIELLE DES LIGNES GÉODÉSIQUES 
FORME DE LAGRANGE 
CONGRUENCES DE NORMALES 
THÉORÈME DE MALUS ET DUPIN 
AUTRE MÉTHODE roun OBTENIR Les LIGNES GÉODÉSIQUES 
THÉOREME DE JACOBI 


8 1. — Equation différentielle des lignes géodésiques 


Une ligne Г, tracée sur une surface S, est dite une ligne géodésique 
de cette surface, si, en chaque point, on a, en conservant les notations 
des lecons précédentes, 


хіп 
—— о. 
R 


Pour que la ligne Г soit ligne géodésique, il faut donc et il suffit que 
la ligne Г soit une ligne droite ou bien qu'en chacun de ses points le 
plan osculateur soit normal à la surface. On voit qu'en chaque point 
d'une ligne géodésique curviligne la normale principale coincide avec 
la normale à la surface. Cherchons à déterminer toutes les lignes géo- 
désiques de la surface. 

On a vu (р. 136) qu'en chaque point d'une ligne Г de la surface on a: 


> sinm (T do . du 
| —— 88 MN N 
a vs ( (7 a) 
nu lu? du de dox? 
(9 - —— (= LA, Za D ч — 
M ds? uis à.) TE ds di tu x) ` 


š dte du? du do de ү? 
` ў АЯ r e (ares tod qu E 
3 N ds? tr E n5 ds йв!” (=) К 


done, pour que la ligne Г soit une ligne géodésique, il faut et il suflit 
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que l'on ait en chaque point : 


c'est-à-dire : 


ү dn ey du 
ds dei ds ds? (sy 4 2 ы. жеу „(Су de 


Cette équation a une propriété remarquable : elle ne change pas de 
forme si on change la variable indépendante. Si, en effet, on pose : 


We git 

l'équation (4: prend la forme: 
иу , du de асү du 
CETTE (a) + а att 4) à 


dt dp ` du\? du do ү? 
(2) + x G-$ at” "n dt 
En particulier si : 
t =W. 
cette équation devient : 


do ve E 3n 


du de de 
v + 2 T + v (E) SÉ 


Telle est l'équation différentielle des lignes géodésiques. Elle montre 
que ces lignes forment une famille à deux paramètres (a, à; : 


v = F (ы, a, 2). 
ArPLIcATION. — Etant données les équations : 
ax=[f (uv), yægime,, z =h (u, е), 


d'une surface S, avec la condition : 
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trouver la condition nécessaire et suffisante pour que les lignes coor- 
données de paramétre (v) soient des lignes géodésiques. 
Il suffit de chercher à quelle condition l'équation (3) est vérifiée pour 


v = const., u = vlt. 
Or, on voit immédiatement que la condition cherchée est : 
у — 0, 


mais les équations qui déterminent uv sont ici (p. 123; et : 


° 1 Ak " L Ak. 
E= ç G= —s s: 


donc la condition précédente équivaut à : 
220, ou: E= (u). 


Système particulier de lignes coordonnées, — Supposons que sur une 
surface S on connaisse une famille de lignes géodésiques à un para- 
mètre (a: : 


$c а, 


ainsi que les courbes (р. 415 : 
y 120.0 / = b, 


quiles coupent orthogonalement. Ces dernières sont dites les parallèles 
correspondant à la famille de géodésiques considérée. Prenons pour 
nouvelles coordonnées des points de la surface les quantités оу et v, 
définies par : 

“= y КА v, = +? (u, г). 


ll est clair que le réseau des nouvelles lignes coordonnées se compose 
de géodésiques et des parallèles correspondants. Le (ds?) de la surface 
prend alors la forme : 

dy = 2 (4) du? + side, 


Faisons encore le changement D 


u = u), v = t 
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qui n'altére évidemment pas les lignes coordonnées; le (ds?) prend alors 
la forme simple : 


ds? = dut + gd 2 = Gt, v). 


Dans beaucoup de questions relatives à la surface donnée, il y a 
avantage à employer le système de coordonnées que nous venons de 
définir. 


$ 2. — Cas où s est la variable indépendante 


Cherchons les équations : 


d'une ligne géodésique, en supposant que la variable indépendante est 
Гарѕ сіѕѕе eurviligne s d'un point quelconque dela courbe. Exprimons, à 
cet effet, que la normale principale de la courbe est normale à la sur- 
face, ce qui donne : 


sx dr ` dir dm 
- = Òs — ° 
ils du аа e 


En transformant les premiers membres, comme nous l'avons fait déjà 
(p. 133), on voit que les équations précédentes peuvent s'écrire : 


EM + FN = о 
EN A GN — o; 


И en résulte que les fonctions ix, v) cherchées sont définies par les 
équations : 


dtu (5 „du де 
M du SE) OP. ds aka Se, 
dr du du dr de 
| Eet RS We Eege 
N ds? F У Gr + 2 ds de Zä Ri 
auxquelles il faut adjoindre la suivante : 


duy, du de , , A? = 
É I T) + 2F ds b ds +G (ж) d 


Nous allons appliquer ces formules à un cas parliculier. 
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$ 3. — Lignes géodésiques d'une surface de révolution 


173 


Nous choisirons pour coordonnées (i, v) d'un point celles qui ont été 
définies plus haut (p. 107); alors : 


il en résulte pour les couples (m, 2! les valeurs suivantes (p. 123) : 


E 4; 


ct, par вице: 
d 


F=o, , G=». 


r-s(wuy 


^ K dr 
Mz dA", M => = r ==" 
die 
n = 0 nc; dr n" 
= =” =" 0 
a du 
б dr 
XP =. 0; =. ï =» 
ua Ld u du 
D — о эу = 1 de Ë — о 
Et _ r du e 


Le système précédent ($ 2) donne alors : 


du dr (de 

AT rx (as) 220 
dir , Q dr du de ` 
dé rdu de d 


l'équation (2) donne: 


c'est-à-dire : 


et, par suite, 


d 


y + r (L =Ê. 


, dr du de 
ра 5 +27 du ds ds — 


A (s =g 


do 
Er = a, 
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a étant une constante. L'équation (3) donne alors : 


ST +G=1, 


rdu 


— = dran Ps io; 
Vr? — а? a 


Done, enfin, l'équation des lignes géodésiques est : 


adu . 
— = V b, 
J r Vi? — а? T 
Remarque. = L'équation : 


(4i M = a 


a une interprétation géométrique fort simple. Soit MT la tangente en 
un point M d'une ligne géodésique et : 


Les projections du segment ds sur MU et MV sont (p. 106) res- 
peetivement du et rdv; donc : 


du = ds сово, rdo = ds sinw; 


l'équation (3) exprime donc que : 

« En chaque point d'une géodésique d'une surface de révolution, le 
« produit du rayon du parallèle et du sinus de l'inclinaison de la géodé- 
sique sur le méridien est constant. » 


8 4. — Forme donnée par Lagrange aux équations différentielles 
des lignes géodésiques 


Cherchons comme au $ 2 les équations : 


(1) u = ф (s), e = y (z), 
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d'une ligne géodésique en supposant que la variable indépendante est 
l'abseisse curviligne s d'un point quelconque de la courbe. En expri- 
mant que la normale principale en un point de la courbe (1) est la nor- 
male à la surface, on trouve : 


Be de _ Oo Be de __ T 
(3) Ў a6 des du 0 рУ ds» 5 3) 


Au lieu d'appliquer les formules de Gauss à la transformation de ces 
équations, comme nous l'avons déjà fait, nous allons employer un 
artifice dà à Lagrange. On a évidemment : 


ear Xe de _ Z dœ à dx d de 
ds du ` ds == EY ` ds \ du А 


ou, en employant la notalion de Lagrange, 


SUYLS(yM Ха 
du ds (= m NS sw + de SEN 


Ceci posé, considérons pour un instant : 


TW. УРИАГ У 
а == <= v 
du +5 


comme une fonction de quatre variables indépendantes d, v, w’, v'; dans 
ces conditions : 


Maro, e Mr o, д”, 
== — gua. А 
NT Mdo du! 


donc : 
ER à _ 2 BEA 
T ae" = = du 


Posons meidienen d 
2T = z 4 у? 4 z* = Ем? 2Fw'o -- Ge, 


Si on considère T comme fonction de quatre variables indépendantes 
u, v, wW, v, on peut écrire : 


A ‚юм AME, N e 2G , 
=ў == ие +з ыч + Se) 


“ 


7| 
gl 
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et, par suite, l'équation (2) peut s'écrire : 


d Cat AT 
—[—,) — 0, 
ds ( w) du 


En résumé, les fonctions cherchées sont définies par les équations : 
d en dT 
— x= — «рме» uU, 
ds Vw du 


| d (= YT 
ls E "n 


Remargue 1. — Le calcul précédent indique un moyen rapide de cal- 
culer les quantités m, n de Gauss. On a en effet (p. 179) identiquement : 


\ Ne Ме d yT Т ow" e ; 7 x ar 
» m ET = 1 ч = en Eu —+ l r + nu? + Yin ur t- mr 3 
— (15 du as Von 


V dix An ed AT AT d'r А 2 J 
- ( ) -— = bu + Gr pnt 4 nue + 


dp 


Remarque ЇЇ. — On vérifiera comme plus haut p. 170; que l'équation : 
d (Z Т d E? dT 
ds s?) = du ds o) ` de 
AT AT | 
| MC Ar" | 
définit les lignes géodésiques, quelle que soit la variable indépen- 
dante s. 


8 9. =Â Congruences de normales. Théorème de Malus et Dupin 


Nous allons étudier quelques propriétés des congruences de nor- 
males, qui sont fort utiles dans la théorie des lignes géodésiques. 


Proncëme. = Soit donnée la congruence définie par : 
1 X т -+ az. Y = y + bp, í z + cs, 


où x, y, 2,а,0, c sont des fonctions de deux variables o et v, telles que: 


a? 4- 0° + c? l 
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déterminer les conditions nécessaires et suffisantes pour que ces droites 
soient normales à une méme surface. 

A chaque droite D de la congruence faisons correspondre un point 
déterminé M, la loi de correspondance étant définie par : 


Le lieu des points M est une surface S définie par les équations (1),0ü 
p est supposée remplacée par sa valeur o (w, v). Le probléme proposé 
nous conduit à cet autre : déterminer ç de manière que les droites D 
soient normales à S. Les équations de ce dernier probléme sont évidem- 
ment : 


з гт "tow Vas e 


— Qu _ dv 


On peut les condenser en écrivant : 


3 \! adX — o. 
< 
Or: 
dX = dœ -- ado + да; 


donc l'équation (2) devient: 
Zadæ + de о. 


Pour que les droites D soient normales à une même surface, il faut 
donc et il suffit que la forme (ada -+ bdy+cdz) à deux variables w et v 
soit une différentielle exacte d^ : 


ada 4- bay + eds = db. 


Si cette condition est vérifiée, les droites D sont normales à une 
famille de surfaces parallèles, à savoir les surfaces (1), où : 


e = — ñ + C" 


Théorème de Malus et Dupin. — < Pour que les droites d'une congruence 
« soient normales à une même surface, il faut et il suffit que les plans 
« focaux correspondant à une droite quelconque de la congruence soient 
« rectangulaires. » 
Nous avons déjà vu (p. 149) que la condition est nécessaire; démon- 
trons qu'elle est suffisante. À cet effet, coupons la congruence par une 
APPLICATIONS GÉOMÉTRIQUES, I2 
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surface S quelconque et prenons pour lignes coordonnées de S les 
traces des développables de la congruence. Soient alors : 


c fuv), y = g (u, v), z = h (u, v), 


les équations de S. Désignons par (a, b, c) les cosinus directeurs de la 
droite D qui passe par le point M (и, v); il résulte du choix des lignes 
coordonnées que l'on a (p. 12) identiquement : 


a b ї a A í 
ar y WM dort y à 
1 = | - das 
і м dAn ди о. de dr NI 0. 3 
А, ow M da db à 
MOM ди do де M 


Ceci posé, les plans locaux passant par D sont les plans passant par D 
el les tangentes MU, MV, aux lignes coordonnées. Admettons que ces 
plans soient rectangulaires quelle que soit la droite D. Nous allons voir 
que les droites D sont normales à une méme surface. 

En elfet, considérons la droite MN quia pour coefficients de direction : 


cette droite est perpendiculaire à D, car : 


да M 
aq Aas: ge or 
du | r 


d'autre part, elle est située dans le plan focal DMU en vertu de l'iden- 
tité (1); donc elle est perpendiculaire au plan DMY et en particulier à 
la droite MV. Ainsi on a : 


A Me 
(3) Fee = 
4-— Qu ` dp 
On démontre que: 
x м № 
d e 10) 
— de Ww 
Les relations (3) et (4) peuvent s'écrire : < 
j d Ca Mr 
EN => = = 
| du (Ya E =) = Fe 
a d y y. Ma 
| — a -_ 0 
do (2 x)- диде 


WWwW.rcin.org.pl 


ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES DES LIGNES GÉODÉSIQUES 179 


Posons : 
adx + b ly 1 cd z pdu = Б qdo. 


Les relations (3') et (4) donnent alors : 


wo M. 
3 
dv du 


donc la forme (ada + bdy + cdz) est une différentielle exacte, et les 
droites D sont normales à une même surface, 

ConozLaing. = Les tangentes aux géodésiques d'une famille à un 
paramètre sont normales à une méme surface. 

En effet, soient ` Г une géodésique de la famille considérée et MT une 
de ses tangentes. La théorie des congruences (p. 40) montre immé- 
diatement que les plans focanx relatifs à MT sont, d'uue part, le plan 
langeut à la surface au point M et le plan osculateur de la courbe Г au 
méme point M. Or, ces deux plans sont rectangulaires ; donc les tan- 
gentes MT sont normales à une méme surface. Nous allons montrer 
une application de celte proposition. 


$ 6. — Surfaces dont les normales sont tangentes 
à une surface donnée S 


l'roposons-nous de déterminer une surface E dont les normales soient 
tangentes à la surface donnée S. Ce probléme peut évidemment étre 
énoncé ainsi : 

Délerminer une congruence (E) de droites tangentes à la surface S et 
normales à une autre surface X (non donnée). Trouver les équations de 
cette derniere. 

Pour résoudre celte question, prenons pour inconnues les courbes Г 
tracées sur S, dont les tangentes appartiennent à la congruence cher- 
chée E. Ces courbes D forment une famille à un paramètre (p. 114), et 
la première partie du probléme sera résolue, si on sait déterminer cette 
famille. Démontrons d'abord que : 

Les courbes Y sont des géodésiques de la surface S. — En effet, les 
plans focaux relatifs à une tangente quelconque MT d'une courbe Г sont 
rectangulaires, en vertu du théorème de Malus et Dupin; mais ces 
plans sont, d'une part, le plan tangent en M à la surface S, et, d'autre 
part, le plan osculateur à la courbe D au méme point M; donc ce plan 
osculaleur est normal à la surface 5, et la ligne Г est une géodésique. 
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On a vu que réciproquement les tangentes aux géodésiques d'une 
famille à un paramètre sont normales à une même surface. Donc 
toute congruence E satisfaisant à la question se compose des tangentes 
d'une famille de géodésiques à un paramètre. On voit que cette solution 
nécessite la détermination des lignes géodésiques de la surface S. 

Cherchons maintenant la surface Z qui correspond à une congruence 
(E). À cet effet, prenons pour lignes coordonnées de la surface S, d'une 
part, les lignes géodésiques dont les tangenles constituent la congruence 
(E)et, d'autre part, les paralléles correspondants. Dans ces conditions, 
le (ds?) de la surface peut étre mis sous la forme (p. 171) : 


ds? = du? + 41, p? = G (n, v). 


Les cosinus directeurs d'une droite de la congruence sont : 


et on a l'identité : 
ada + bdy + cdz = du; 


donc ($ 5) il y a une infinité de surfaces 2, correspondant à la con- 
gruence E; ce sont les surfaces parallèles définies par : 


X=x— (u + K) =, 


du 
- ‚ MI 
Y=y-(u+ K T 
; „= 
Z= 2 — (и +K 5s! 


où K désigne une constante quelconque. Remarquons que pour cha- 
cune de ces surfaces les lignes de paramètre (v) sont deslignes de cour- 
bure. 

Si on applique la méthode précédente à la recherche des surfaces X, 
dont les normales sont tangentes à.une sphére donnée, on retrou- 
vera la solution déjà obtenue par un autre procédé (p. 165). 


8 7. — Autre méthode pour obtenir les lignes géodésiques 


Nous venons de voir que : 
1° À toute congruence de droites tangentes à S et normales à une 
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autre surface correspond une famille déterminée de géodésiques à un 
paramétre, à savoir les géodésiques dont les tangentes appartiennent à 
la congruence ; 

2° A toute famille de géodésiques à un paramètre correspond une 
congruence de droites normales à une surface, à savoir la congruence 
formée par les tangentes à ces géodésiques. 

Donc, si on peut déterminer directement les congruences de droites 
tangentes à S et normales à une autre surface, on saura déterminer sel 
lignes géodésiques de S. 

Nous allons développer cette méthode. 

Soient : 


m = f (u, t), y = g (u, t), z = h (u, v), 
les équations de la surface S, et : 
à = o (u, v). p = din, v), E?! + 2Fàu + Gu? — 1, 


celles qui définissent (p. 115) la congruence cherchée. Pour déterminer 
À et p, nous appliquerons la condition trouvée au $ 3 de ce chapitre. A 
cet effet, considérons la droite de la congruence qui passe par le point 
M (u, v) de la surface S. Les cosinus directeurs a, b, c, de cette 
droite sont donnés par : 


‚ т dv ‚ ду dy dë dë 
а= 1 < NR ,= à) — + и = e= AT. 
gala” a re Qu T * Ae 


donc la forme (ada 4 bdy + cdz) a pour expression : 


ot. dœ dan / dœ dr 
adx + bdy + cd: = У( = + 2-3 (F du -- S dv) 
c'est-à-dire : 
айх + Бау + edz = (Ex + Fu) du -+ (Fà + Gu) de. 


Les équations qui déterminent 3 et u sont done, en vertu du théorème 
rappelé : 


| J M 

(1) \ Eà + Fu = s 

(2) TEI Ci = X. 

(3; E»! + 2F}u + Gu? = 1. 
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Ces équations montrent que 6 doit satisfaire à l'équation: 


MJ 
E F 99 
du 
` ` M 
F G ` = 0, 
^ 
M M 
н № | 
c'est-à-dire : 
/ му 2 Y M Mx 
= Mr , V р sfa 
` Мх G (<) —2F < =+ E (= 
nar (3 dën ` NI dit д Ae F 
( (OM dr EG — F? t 


A chaque solution 0 de cette équation correspond une congruence de 
droites, définie par les équations (1) et (2), et une famille de géodé- 


siques, définie (p. 115) par : 


E du . de M 
b | ' ds d3 Me 
5 
, du de M» 
| rz c — 
ds Is de 


Le problème de la recherche des lignes géodésiques est donc ramené 
à l'intégration de l'équation aux dérivées partielles (4). 

Rimanque I. — Soit 9 une solution de l'équation (4); on peut se de- 
mander la signification géométrique des courbes définies раг: 


5j Din v) = Cu, 


Soient à cet effet X et u'les paramètres directeurs (superficiels) de la 
tangente en un point (u, v) de l'une de ces courbes, on a évidemment : 


M., + M 
e = = o 
№ Ww ° 


et, par suite, en tenant compte des équations (1) et (2), 
EX + Fu) X (Е + Gu) uw = o. 


On voit done (p. 114) que les courbes (6) et la famille de géodésiques, 
correspondant à la solution 0, forment un réseau orthogonal. 

La méthode que nous venons d'indiquer repose donc sur la recherche 
directe des parallèles de la surface. 
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Remarque II. = Considérons encore la solution 9 et la famille de 
géodésiques correspondante. Les surfaces X, normales aux tangentes 
de ces géodésiques, sont définies (p. 180) par: 


te (tes =) (0 + K), 


=v- (H +u L) (09 + K). 


Ae: 
2=s-(1É + n E) 6 + K). 
Ne 
où K est une constante et où À et м sont données par les équations 
[45 et (3). 
lexanoux HI. — Supposons les lignes coordonnées rectangulaires, 
c'est-à-dire : 


Е = 0; 
les équalions (5) deviennent alors : 


(1) в du _ d de M 


Soit MT la tangente en un point M d'une géodésique définie par ces 


équations; posons : 


w — MU, MT. 


On a vu (p. 106) que les projections du segment ds sur MU et MV 
sont ds, et ds, ; dono: 


+ VEdu = ds cos o, + VGde = ds sin о. 


Par suite, les équations (7) donnent : 


| E VE cosw =Q. 


(8) E 
| +VG sino = x. 
> 
Remangue IV. — L'équation différentielle des lignes géodésiques 


correspondant à la famille de parallèles : 


$(u,v)—a 
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est, si on ne précise pas la variable indépendante, 


(9) Edu + Кас E Fdu + Сас 
M d 
du de 
c'est-à-dire : 
du 2 dy 
„ dÉ M .M d 
=E B Sr Pie 
Posons : 
25 M 


le systéme des équations (4) et (9), dont dépend la recherche des paral- 
léles et des géodésiques, prend la forme simple : 


Gp? — 9F Eg? 
ptus d ES 
(H) du _ de 
ENS 
др 2 


$ 8. — Théorème de Jacobi. Applications 


L'application de la méthode précédente peut être simplifiée au 
moyen du théorème suivant, qui est un cas particulier d'un théorème 
beaucoup plus général dà à Jacobi. 


Тнёопёме. — < Si la fonction 9 (и, v, a) dépendant d'un paramètre 
« variable (a) (non additif) satisfait à l'équation : 


(1) Н (p, 4) =, 
« l'équation des lignes géodésiques de la surface est : 


db 
эл = b, 


« b désignant un nouveau paramètre. » 


En effet, cherchons les géodésiques qui correspondent à 8 (u, v, a) 
pour une valeur quelconque de a. Il 5ufft, pour cela, de remplacer 6 par 
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cette valeur dans ` 


du dv 
GË 3H = àH, 
P Y 


et d'intégrer, Or, par hypothèse, l'équation (1) devient une identité en 
u, v, a, si l'on y remplace la fonction inconnue par 8 (u, v, a): donc on 
a, en différenciant par rapport à a : 


d dp MH 39 _ 
Ip da ' dr да ` 


L'équation (2) équivaut donc à : 


Р du + Si de = 0, 


c'est-à-dire : 
"0 „ 
Sus 2 + 359a š: x do — e 
ou, enfin, 
3 г. а 
(3) s= b 


Pour une valeur déterminée de a, cette équation définit les géodésiques 
orthogonales aux courbes : 


9 (u, v, а) = const. 


Si l'on fait varier a et b dans l'équation (3), on obtient une famille de 
géodésiques, dépendant essentiellement de deux paramétres, c'est-à- 
dire la famille compléte de géodésiques. 

APPLICATIONS. — 1° Lignes géodésiques d'une surface de révolution. 
— Nous avons vu que, par un choix convenable des coordonnées 
(p. 107), le (ds?) d'une surface quelconque de révolution peut prendre la 
forme: 

ds? = du? + ride, r = Ф (н). 


L'équation aux dérivées partielles (1) devient : 


w “(ж +G) 


Pour obtenir une fonction 6 (и, v, a) dépendant d'un paramètre a et 
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satisfaisant à l'équation (4), il suffit de résoudre le système : 


M 
M — 
(5) = = a, 
dëi дь 
M |r? — а? 
(6) I Ee у D 
du , 
ce qui donne évidemment : 
Мз? — д2 
6 = av + J ` du 
D r 
mais : 
20 f adu 
da ` J rr — gi? 
donc l'équation : 
„a adu 
[ =v + 


est celle des géodésiques. Nous retrouvons ainsi l'équation dejà obte- 
nue (p. 174). 
Les formules (8) du paragraphe précédent donnent ici : 


r sino = 7 = a. 


résultat également obtenu plus haut. 
2 Théorème de Liouville. — Supposons maintenant que le (ds?) de la 
surface ait ]a forme suivante: 


ds? = (U — V) (аи? + de?). 


Dans ce cas, on peut, comme l'a montré Liouville, obtenir les géodé- 
siques de la surface au moyen de quadratures. 
En effet, l'équation aux dérivées partielles se réduit ici à: 


x) HŽ) =u-— v. 


du dv 


On obtient une fonction 0 (w, v, a) satisfaisant à cette équation en 
résolvant le système : 


MX Š MAS e 
м) = U — a; 5) =a— v. 
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ce qui donne : 


= [VU — adu + [Va — Nass 


l'équation des géodésiques de la surface est donc : 


3 d do 
== + A 


Revanque. — Les formules (8) du paragraphe précédent donnent ісі: 


VU — Y enge = VÜ =a, 
VU — Y sino = Va — Vi 


de là on déduit la formule suivante, également due à Liouville : 
U sin?w + V cos*w = a. 


Ainsi, en tous les points d'une géodésique quelconque de la surface 
la fonction (U sin?w + V cos?) conserve la méme valeur. 
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